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第 一 版 序言 


本 区 是 根据 一 泌 七 七 年 十 一 月 教育 部 委托 召开 的 高 等 学 校 工科 基础 课 力学 
教材 会 议 上 讨论 的 土建 类 专业 多 学 时 类 型 的 材料 力学 》 教 材 编 写 大 网 编写 的 。 
同时 ,在 内 容 上 也 迁 当 地 癌 顾 到 其 他 专业 的 需要 ,因此 ,只 需 将 引 例 和 例题 咯 加 
增删 或 改动 ,并 对 个 别 专 题 的 内 容 加 以 补充 ,本 蔬 也 可 用 作 其 他 专业 多 学 时 类 型 
《材料 力学 # 课 程 的 试用 教材 。 

在 本 书 的 基本 部 分 中 , 较 多 地 引用 了 一 九 六 四 一 一 一 九 六 五 年 孙 训 方 .方才 
涉 、 陆 扯 洪 编写 的 4 材料 力学 》 一 书 的 有 关内 容 , 但 按 上 述 编 写 大 网 的 要 求 和 一 些 
兄弟 院 校 材料 为 学 教师 的 意见 , 作 了 必要 的 增删 和 修改 。 例 如 英 去 了 动 荷载 一 
章 , 而 将 其 主要 内 容 作为 例题 安排 在 第 二 、 三 .五 等 章 中 ,这 样 既 可 使 读者 从 基本 
变形 形式 开始 就 接触 到 动 荷载 问题 ,又 能 及 时 将 基本 变形 形式 中 的 能 量 概念 用 
于 计算 ,以 加 深 对 能 量 方法 的 理解 。 此 外 ,在 对 问题 的 分 析 方 面 还 作 了 必要 的 充 
实 ,并 增加 了 较 多 的 例题 。 在 各 章 后 附 上 了 习题 ,习题 谷 案 在 附录 中 给 出 。 这 样 
的 安排 者 是 为 使 本 书 更 便于 自学 。 

本 书 除 了 对 站 本 变形 形式 下 的 内 为 分 析 、 应 力 计算 公式 的 推导 及 其 适用 的 
条 件 性 ,以 受 位 移 计 算 中 的 边界 条 件 等 特别 给 以 重视 外 ,还 对 稳定 性 的 概念 、 临 
界 为 公式 的 推导 、 能 量 原 理 的 基本 概念 和 方法 等 都 予以 加 强 。 对 于 单元 体 和 和 应 
力 状 态 .变形 能 、 竹 加 原理 等 概念 和 方法 则 分 散在 有 关 各 章 中 逐步 引出 概念 ,并 
通过 例题 ,习题 加 以 应 用 ,以 收 到 反复 珊 固 的 功效 。 编 省 希望 通过 这 样 的 处 理 ， 
使 材料 力学 中 的 主要 内 容 能 使 读者 切实 学 到 手 。 断 裂 力 学 作为 常规 强度 计算 的 
补充 ,近年 来 有 了 很 大 的 发 展 。 本 书 用 专 音 着重 介绍 了 线 弹 性 断裂 力学 的 一 些 
基本 原理 和 简单 的 应 用 ,这 些 都 是 断裂 力学 的 重要 基础 。 至 于 对 线 弹 性 断裂 力 
等 的 进一步 研究 以 及 弹 塑 性 断 发 力学 的 内 容 ,就 只 能 由 专门 的 课程 来 介绍 了 。 

本 蔬 对 于 一 些 次 要 内 容 的 处 理 办 法 是 :在 属于 次 要 内 容 的 章节 前 加 上 >* 号 
或 将 其 安排 在 鲁 题 中 ,这 样 做 可 便于 教师 的 取 含 。 由 于 材料 力学 夫 容 较为 丰富 ， 
专业 要 求 又 不 尽 相 间 ,建议 教师 在 使 用 本 书 时 ,根据 专业 的 特点 选用 有 关 的 章节 
进行 教学 。 对 于 有 些 专业 ,限于 学 时 的 安排 ,也 可 以 把 主要 精力 放 在 基本 部 分 
上 ,而 将 专题 部 分 作为 选修 的 内 容 。 

本 书 的 字符 和 下 标 尽量 保持 与 我 国 现行 的 有 关 手 册 和 规范 中 所 采用 者 一 
致 。 至 于 各 种 量 的 单位 则 主要 以 国际 制 单位 为 准 ,在 少数 插图 中 由 于 原始 资料 
不 优 改 动 , 仍 保留 了 原 有 的 公制 单位 。 本 书 还 附 有 一 些 主要 常用 量 的 公制 单位 


ARPREHEP WHRBAS ABLFRP RRL SR IRA RS 
志 给 予 了 大 为 支持 。 坦 任 本 教材 主 审 的 武汉 水 利 电 为 学 院 票 一 凡 同 志 以 及 参加 
审 稿 会 的 武汉 水 利 电 力学 院 .成 都 科学 技术 大 学 . 哈 尔 演 工业 大 学 、 华 东 水 利 学 
院 .西安 冶金 建筑 学 院 .江西 工学 院 .重庆 建筑 工程 学 院 ,天津 大 学 AAAS , 北 
京 工业 大 学 .太原 工学 院 REA .北京 建筑 工程 学 院 和 西南 交通 大 学 AKEL 
eR .南京 工学 院 等 院 校 的 代表 对 本 书 的 初稿 提供 了 宝贵 的 意见 。 西 南 变 通 大 
学 材料 力学 教研 室 奚 绍 中 间 志 等 对 本 书 初稿 特别 是 其 中 的 例题 及 习题 进行 了 校 
赔 和 收 欧 ,并 提出 了 不 少 建 设 性 的 建议 。 三 跷 校 材料 力学 教研 室 的 同志 对 本 书 
的 插图 和 例题 、 习题 解答 等 方面 都 做 了 大 量 工作 。 这 些 对 本 蔬 的 定稿 都 起 了 很 
大 的 作用 ,这 里 一 共 致 谢 ， 

限于 编者 的 水 平 , 本 蔬 一 定 存在 不 少 缺 点 和 不 要 之 处 ,希望 广大 教师 和 读者 
在 使 用 本 书后 给 我 们 提出 宝贵 的 意见 ,以 便 今 后 改进 。 


编 者 
一 妃 七 九 年 二 月 


第 二 版 序言 


这 本 教材 问世 以 来 ,经 很 多 学 校 有 要 用 为 教科 书 , 出 版 社 曾 要 求 此 书 的 编者 
们 ,根据 当前 的 教育 改革 形势 ,对 该 书 进 行 一 次 全 面 的 修订 。 但 修订 本 要 在 一 两 
年 后 才能 至 印 , 而 原 书 的 纸 型 已 不 能 再 用 。 为 了 满足 各 校对 此 书 的 项 要 ,出 版 社 
只 好 将 原 书 重新 排版 印刷 ， 

根 鹿 近年 来 使 用 这 本 教材 的 师 生 们 反映, 原 蔬 第 十 四 章 , 线 弹性 断裂 力学 基 
础 ,不 可 能 在 现行 教学 计划 所 规定 的 学 时 数 内 讲授 ,而 作为 选修 课程 的 汤 裂 力学 
基础 ,近年 来 已 有 很 多 教 本 可 供 选 用 .因此 ,利用 这 次 重新 排版 的 机 会 ,将 原 书 
第 十 四 童 及 与 之 有 关 的 附录 6 常用 应 力 强度 因子 表 " ,一 并 出 去 。 同 时 ,将 低频 
AR ORME EAR AA FRB, § 13-10 的 形式 号 进 第 十 三 章 中 。 
此 外 ,还 对 原 书 特别 是 下 册 中 的 部 分 内 容 作 了 一 些 更 动 ;对 原 书 中 排版 的 不 当 处 
也 尽量 作 了 更 正 。 

希望 采用 这 本 教材 的 广大 教师 和 读者 在 使 用 此 重 排 本 后 能 继续 给 我 们 提出 
宝 趴 意见 ,在 本 书 修 订 时 加 以 改进 。 


编 者 
一 九 作 六 年 七 月 


第 三 版 序言 


这 塞 教材 的 第 一 版 于 1979 年 4 月 出 版 ,第 二 版 于 1987 年 4 月 出 版 。 在 第 
二 版 中 主要 删 去 了 断裂 力学 基础 一 章 , 其 余 仅 作 了 少量 的 修改 和 蔷 误 。 在 本 书 
十 多 年 的 使 用 过 程 中 ,国家 教委 制订 了 “村 料 力学 课程 教学 基本 机 求 ”, 国 家 颁布 
了 新 版 的 " 钢 结 构 设 计 规 范 ”、“ 木 结构 设计 规范 ”等 。 因 此 ,本 书 的 一 些 内 容 已 不 
太 适 应 目前 的 教学 需要 。 在 广泛 征求 工科 院 校 材料 力学 教师 意见 的 基础 上 , 纺 
者 于 1991 年 6 月 开始 对 第 二 版 进行 修订 。 为 了 维持 原 书 的 特色 ,并 避免 相 邻 两 
版 间 的 突变 ,第 三 版 主要 作 了 如 下 工作 : 

1. 弯曲 问题 中 有 些 属于 进一步 研究 的 内 容 ,集中 起 来 另 立 一 章 。 这 样 便于 
教师 根据 教学 要 求 选用 ,可 以 完全 不 讲 , 也 可 以 选 讲 其 中 的 部 分 节 、 航 。 为 此 ,该 
章 中 各 节 均 加 上 * 号 。 

2. 黄 切 与 连接 件 的 计算 独立 成 章 , 并 安排 在 拉 压 .扭转 、 帮 上 曲 变 形 各 章 之 
后 ,以 便 讲 提 受 握 和 受 尊 构件 连接 部 分 的 计算 。 

3. 在 强度 理论 一 章 中 , 编 入 了 我 国学 者 首创 的 慌 葛 应 力 强度 理论 。 由 于 该 
理论 目前 正在 进一步 发 展 ,并 尚未 纳入 有 关 规 范 , 因 而 ,本 书 主要 介绍 该 理论 的 
基本 原理 及 依据 ,并 给 出 相应 的 强度 判 据 。 对 其 适用 范围 则 未 详 加 讨论 。 

4. 压 季 稿 定 分 成 两 章 。 前 一 章 属 于 基本 要 求 的 内 容 , 原 书 中 的 压 村 稳定 条 
数 表 及 有 关 曲 线 , 以 新 版 的 钢 结构 和 木 结 构 设 计 规 范 中 的 稳定 系数 表 和 计算 公 
式 代替 。 当 然 ,在 引用 有 关 设 计 规 范 时 ,以 有 代表 性 的 材料 (如 Q235 WO) SM, 
主要 给 初学 者 一 个 神 念 。 后 一 章 是 压 村 稳定 问题 的 进一步 研究 ,以 及 其 他 弹性 
稳定 问题 的 简介 。 这 些 内 容 对 于 理解 弹性 失 稳 的 物理 实质 及 拓宽 知识 面 是 很 有 
好 处 的 , 供 教师 和 学 生 选 用 。 因 而 ,该 章 的 各 节 均 加 上 x 号。 

5. 在 能 量 方 法 一 章 中 ,把 重点 放 在 应 变 能 概念 和 卡 氏 定 理 及 其 应 用 上 ,而 
把 虚 功 原理 及 单位 力 法 放 在 后 面 ,并 加 上 * 号 。 这 主要 是 考虑 与 后 续 的 结构 力 
学 课程 相 衔接 。 对 于 无 结构 力学 课程 的 专业 ,可 仍 以 虞 功 原 理 和 单位 力 法 为 主 。 

6. 有 关 动 荷载 的 内 容 从 基本 变形 的 各 章 中 集中 起 来 ,并 与 交 变 应 力 合并 编 
为 一 章 , 主 要 是 有 利于 教学 安排 。 对 干 羔 劳 玻 坏 与 疲劳 强度 的 内 容 作 了 较 大 的 
改动 ,并 以 新 版 钢 结 构 设计 规范 中 的 构件 瘦 劳 折 减 系数 表 , 代 替 了 原来 的 疾 劳 折 
减 系 数 曲 线 和 公式 ,以 加 强 与 钢 结 构 中 疲劳 计算 方法 间 的 联系 。 


GD 0235 辆 是 国家 标准 GB 700—1988 的 钢 牌 号 ,相当 于 旧 标 准 钢 牌号 的 A3 钢 。 


iv 第 汪 版 序 广 


7. 实验 应 力 处 斩 与 理论 分 析 计 算 相 辅 丰 成 ,在 材料 力学 课程 中 雹 安排 了 一 
定 的 括 验 谋 。 为 了 使 学 生 对 实验 应 力 分 析 有 藤 系 统 的 认识 , 仍 保 留 了 实 驻 应 力 
分 斩 基 础 一 章 , 且 对 电 盟 应 变 计 法 的 原理 及 应 用 这 一 节 作 了 束 太 的 改动 ,以 医学 
生 在 实验 课 中 参考 ,并 对 爹 章 如 上 *#* 号 ， 

8. 在 材料 为 学 性 能 的 法 一 步 研 究 一 章 的 二 应 为 脆 断 “断裂 志 度 一 节 中 , 简 
单 分 组 了 线 弹 性 莉 裂 方 学 的 一 些 基本 概念 ,以 充实 该 节 的 肉 容 。 

RY RELA GAR H+ CREMP ERAS T RSM EY mT 
一 至 例题 和 习题 ， 这 是 为 帮助 学 生理 解 基本 概念 和 因 林 施 教 创造 条 件 。 本 书 第 
三 航 采 用 高 等 教育 出 版 社 根据 轩 家 标准 的 规定 和 惯 町 情况 整理 的 名 词 符号 表 。 

参加 第 三 版 修订 工作 的 有 和 孙 训 方 (西南 交通 大 学 ). 衣 增强 (东南 大 学 ) Se 
全 (西南 交通 大 学 ), 并 由 和 孙 训 方 主持 修 证， 哈尔滨 建筑 工程 学 院 的 于 光 瑜 教 所 
对 书 猪 进行 了 审 疝 ,并 提出 了 很 多 宝贵 的 意见 ,对 提高 第 三 版 的 质量 作出 了 页 
献 , 特 此 致谢 ， 希望 采用 本 教材 的 广大 教师 和 读者 ,对 使 用 中 发 现 的 问题 ,提出 
宝贵 意见 和 建议 ,以 利于 今后 再 次 修订 ,使 之 更 至 完善 。 

编 者 
一 九 九 三 年 八 月 


第 四 版 序言 


本 教材 的 第 一 版 十 1979 年 4 月 出 版 ,第 二 版 于 1987 年 4 月 出 版 ,第 三 版 于 
1994 年 9 月 出 版 .第 三 版 救 材 于 1996 年 获 梧 家 教育 委员 会 第 三 届 全 国 普 通 高 
等 学 核 优秀 教材 一 等 奖 , 并 被 台湾 和 香港 地 区 的 大 学 选用 ,由 台湾 科技 图 书 服 从 
有 限 公 司 出 版 繁体 字 版 ， 随 荐 科学 技术 的 发 蝴 和 教育 改革 的 深入 ,为 更 好 好 和 通 
应 当前 的 教学 要 求 , 编 者 在 征集 高 校 材 料 力 学 教 病 意 见 的 基础 上 ,于 2000 年 7 
月 开始 对 第 三 版 进行 修订 . 第 西 版 在 保留 原版 概念 深入 浅 出 .内 容 丰 富 的 特色 ， 
以 及 相间 两 版 间 的 连续 性 的 基础 上 ,将 茱 书 的 上 .下 期 收 订 为 相对 独立 的 《材料 
AFO A FOD. CHA AEP LE THRASH EAA ER, WE 
应 5S0 一 60 学时 材料 力学 课程 的 教学 需要 ;6 材料 为 学 (I1)》 包 全 了 材料 力学 较为 
澡 入 的 内 容 , 补 充 较 多 学 时 材料 力学 课程 的 教学 了 要求 的 肉 容 ,以 及 为 有 潜力 的 学 
生 留 有 深入 学 习 的 余地 。 第 四 版 主要 作 了 如 下 工作 : 

1. 拉 压 ,扭转 各 弯曲 的 超 静 定 问 题 集中 让 独立 的 一 章 , 以 使 对 超 静 定 问 题 
的 解法 有 统一 的 认识 ， 

2. 应 力 状 态 和 强度 理论 合并 成 一 章 , 绛 使 篇 幅 较 为 紧 冯 ,也 明确 了 讨论 问 
题 的 目的 性 以 及 两 者 的 内 在 联系 ， 

3. 组 合 变 形 与 连接 部 分 的 计算 合并 成 一 章 , 除 精简 篇 己 外 ,使 这 一 章 成 为 
在 基本 变形 后 ,求解 工程 实际 问题 的 内 容 .. 

4,. 考虑 材料 塑性 的 极限 分 析 集 中 成 章 , 除 极限 扭矩 和 极限 弯 录 外 ,增加 了 
拉 压 杆 系 极限 荷载 的 内 容 , 并 放 入 材料 为 学 (I1)》 中 ,以 使 对 材料 的 刻 性 和 者 茂 
材料 塑性 的 极限 分 析 有 较为 全 面 .完整 的 认识 , 且 便 于 教学 安排 . 

5. 上 应变 分 析 和 电 胃 应 变 计 法 基础 合并 成 一 章 , 删 去 了 原来 实验 应 力 分 析 基 
础 中 的 光 弹 性 法 和 全 鳄 光 弹 性 法 的 内 容 , 以 适应 当前 的 教学 实践 。 

第 四 版 对 教材 的 文字 分 述 .例题 ,思考 题 和 习题 设置 进行 了 适当 精简 , 著 
重 谋 程 的 教学 基本 要 求 , 有 利于 培养 学 生 的 能 力 . 提 高 教材 的 适用 面 。 第 四 版 
中 的 名 词 术语 、 革 和 单位 的 和 名称 、 特 号 及 书 窟 规则 等 ,根据 国家 标准 作 了 全 面 
iT. 

第 四 版 修订 的 指导 思想 和 修订 大 网 ,由 和 孙 训 方 教授 {西南 交通 大 学 ) 确 定 , 具 
体 的 修订 工作 由 胡 增 强 教授 (东南 大 学 ?执笔 完成 ， 北 京 航 室 航 天 大 学 单 辉 祖 教 
授 对 书稿 进行 了 审阅 ,并 提出 了 很 多 宝贵 意见 ,为 提高 第 四 版 教材 的 质量 作出 了 
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ii 第 四 版 序言 


— rma 


和 希望 采用 本 教材 的 广大 师 生 和 读者 ,对 使 用 中 发 现 的 问题 ,提出 宝贵 意见 和 
建议 ,以 利于 今后 再 次 修订 ,使 之 更 至 完善 。 


修订 者 
二 如 中 一 年 十 月 


内 容 提 要 


本 书 为 "五 "国家 级 规划 教材 。 本 书 第 四 版 既 保 留 了 原版 概念 确切 .说 理 延 彻 . 内 容 丰 
富 的 特性 和 相 邻 两 版 间 的 连续 性 ,又 根据 当前 教育 改革 的 要 求 , 通 应 不 同 专业 的 教学 实际 ,将 
原版 的 | .下 册 俱 订 为 相对 独立 的 《材料 力学 (DD》 和 材料 力 掌 (TD》。 材料 为 党 (J 六 包含 了 
HRP RAIA ,可 供 和 -~ 60 学 时 的 材料 为 学 课程 选用 ;材料 力学 11) 包含 了 材料 力 
学 较为 深入 的 内 容 , 补 充 较 儿 学 时 材料 力学 课程 教学 需要 的 内 容 , 以 及 为 有 潜力 的 学 生 馈 有 
深入 学 J 的 余地 

ABO AED) AM AAG: BERRA BS Ml fe Re e h 
RET A et EtA AES, R ed, AR AS GS RRB ST 
算 RR BE. 

A 书 适用 十 高 等 学 校 土建 .水 利 类 各 专业 ,也 可 供 其 他 专业 及 有 美工 程 技术 人 员 参 考 。 
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我 国 断 犁 力学 的 开创 ,发展 和 工程 应 用 作出 了 不 朽 的 贡献 在 损伤 力学 和 材 科 
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第 一 章 “” 绪 论 及 基本 概念 


$1-1 材料 力学 的 任务 


结构 物 和 机 械 通 常 都 受到 各 种 外 力 的 作用 ,例如 ,厂房 外 墙 受到 的 风 压 力 、 
吊车 滩头 受 的 吊车 和 起 吊 物 的 重力 .轧钢 机 受到 钢坯 变形 时 的 阻力 等 ,这 些 力 称 
为 荷载 人。 组 成 结构 物 和 机 械 的 单个 组 成 部 分 ,统称 为 构件 。 

当 结 构 或 机 械 承 受 荷 载 或 传递 运动 时 ,每 一 构件 都 必须 能 够 正常 地 工作 ,这 
样 才能 保证 整个 结构 或 机 械 的 正常 工作 。 为 此 ,首先 要 求 构件 在 受 荷载 作用 时 
不 发 生 破 坏 。 如 机 床 主轴 因 荷 载 过 大 而 断裂 时 ,整个 机 床 就 无 法 使 用 。 但 只 是 
不 发 生 破坏 ,并 不 一 定 就 能 保证 构件 或 整个 结构 的 正常 工作 。 便 如 ,机 床 主 轴 车 
发 生 过 大 的 变形 , 则 将 影响 机 床 的 加 工 精度 。 此 外 ,有 一 些 构件 在 荷载 作用 下 ， 
其 原 有 的 平衡 形态 可 能 丧失 稳定 性 。 例 如 ,房屋 中 受 压 柱 如 果 是 细 长 的 , 则 在 压 
力 超过 一 定 限 度 后 ,就 有 可 能 显著 地 变 弯 ,甚至 可 能 使 房屋 倒塌 。 针 对 上 述 三 种 
情况 ,对 构件 正常 工作 的 要 求 可 以 归纳 为 如 下 三 点 : 

(1) 在 荷载 作用 下 和 构件 应 不 至 于 破坏 {断裂 ) , 即 应 具有 足够 的 强度 ; 

(2) 在 荷载 作用 下 构件 所 产生 的 变形 应 不 超过 工程 上 允许 的 范围 ,也 就 是 
机 具有 是 够 的 刚度 ; 

(3) ARSE fi BUTE ALT ,构件 在 其 原 有 形态 下 的 平衡 应 保持 为 稳定 的 平衡 ,也 
就 是 要 满足 稳定 性 的 要 求 。 

设计 构件 时 ,不 但 要 满足 土 述 强度 .刚度 和 稳定 性 楼 求 ,还 必须 尽 可 能 地 合 
理 选 用 材料 和 降低 材料 的 消耗 量 ,以 节约 资金 或 减轻 构件 的 自身 重量 。 前 者 往 
RRS AAS ,而 后 者 则 要 求 少 用 材料 ,两 者 之 间 存 在 着 矛盾 。 材 料 力学 的 任 
务 就 在 于 人 台 理 地 解决 这 种 矛盾 。 在 不 断 解决 新 矛盾 的 同时 ,也 促进 了 材料 力学 
的 发 展 。 

构件 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 问题 均 与 所 用 材料 的 力学 性 能 (主要 是 指 在 外 力 
作用 下 材料 变形 与 所 受 外 力 之 间 的 关系 ,以 及 材料 抵抗 变形 与 破坏 的 能 力 ) 有 
关 , 这 些 力 学 性 能 均 需 通过 材料 试验 来 测定 。 此 外, 也 有 些 单车 现 有 理论 解决 不 


DO 在 材料 力学 中 首先 研究 静 荷 载 问 题 。 静 菏 载 是 指 荷 载 本 身 或 构件 质点 没有 加速 度 或 加 速 诬 可 
以 赔 去 不 计 , 因 而 可 以 路 去 由 吉 速 度 所 引起 的 惯性 力 等 影响 的 荷载 。 
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了 的 问题 ,党 借助 于 实验 来 解决 ,因此 ,实验 研究 和 理论 分 析 同 样 重 要 ,都 是 完 
成 材料 力学 的 任务 所 必需 的 。 


S1-2 材料 力学 与 生产 实践 的 关系 


“科学 的 发 生 与 发 展 ,一 开始 就 是 由 生产 决定 的 ." 了 材料 力学 的 发 展 也 是 
由 生产 的 发 展 所 推动 前 ,局 时 它 又 反 过 来 对 生产 实践 起 着 重要 的 指导 作用 。 

在 封建 社会 及 其 以 前 ,建筑 物 多 以 石料 .木材 以 及 治 炼 粗糙 的 铸铁 , 铸 铜 等 
为 主要 的 建筑 材料 ,同时 ,这 些 建 筑 葛 的 工作 条 件 也 较 简 单 , 在 设计 时 大 多 和 赁 经 
验 或 采用 模仿 的 方法 。 但 在 古代 建筑 中 也 已 体现 出 当时 劳动 人 民 根 据 生 产 实践 
所 积累 起 来 的 经 验 , 对 构件 受 力 特点 及 材料 的 力学 性 能 有 了 初步 认识 ,并 能 结合 
构件 受 力 特 点 正确 地 使 用 材料 。 例 如 ,在 我 国 古代 就 已 将 一 些 砖 石 结构 做 成 拱 
FE ,以 充分 发 挥 材料 的 压缩 强度 ;用 竹 索 做 成 悬索桥 ,以 充分 利用 竹材 的 拉 伸 强 
度 。 此 外 ,在 木 结构 中 也 积累 了 不 少 制造 粱 HOSS PPR REAR, 
来 用 的 截面 高 宽 比 为 3:2, 这 事实 上 是 符合 材料 力学 基本 原理 的 。 

封建 社会 解体 后 ,生产力 得 到 了 迅速 的 发 展 。 为 了 建造 新 的 建筑 物 、 车 、 船 
到 机 械 等 , 单 凭 经 验 或 采用 模仿 的 方法 就 解决 不 了 新 提出 的 问题 。 材 料 力 学 也 
就 在 这 种 情况 下 逐 产 形成 为 一 门 科学 。 这 一 时 期 的 意大利 科学 家 伽 利 覆 (Gaii- 
leo) ,为 了 解决 建造 船只 和 水 曾 所 需 梁 的 尺寸 问题 进行 了 一 些 实验 ,并 在 1638 
年 首先 提出 了 计算 梁 强 度 的 公式 。 由 于 他 用 了 刚体 力学 的 方法 而 末 考 虑 到 梁 受 
为 后 的 变形 这 一 重要 因素 ,以 至 其 结论 并 不 正确 ,但 他 开辟 了 用 实验 和 按理 论 方 
法 计算 构件 的 新 途径 。 后 来 ,英国 科学 家 胡 克 (R、Hooke) 在 1678 年 发 表 了 他 
根据 实验 观察 所 总 结 出 来 的 重要 物理 定律 一 一 力 与 变形 成 正比 。 从 此 氛 后 , 材 
料 力学 在 过 去 生产 实践 中 所 积聚 的 丰富 经 验 的 基础 上 ,开始 有 了 新 的 发 展 。 

随 着 生产 的 发 展 ,以 及 随 闭 铁路 车 辆 .船舶 .飞机 、 新 型 建筑 物 和 金属 切削 机 
床 的 发 明和 使 用 ,提出 了 减轻 构件 自重 ,减少 材料 消耗 量 的 要 求 。 为 此 必须 提高 
材料 的 强度 ,这 就 推动 了 冶金 工业 的 发 展 ,使 高 强度 的 金属 例如 钢 . 铝 合金 等 材 
料 逐 浙 成 为 主要 的 工程 材料 ,从 而 使 构件 为 了 符合 其 强度 要 求 所 需要 的 截面 尽 
十 有 可 能 减 小 。 然 而 ,由 于 采用 了 细 长 的 构件 ,荷载 作用 下 的 变形 就 显著 地 增 
大 。 因 此 ,保证 构件 的 刚度 就 成 为 在 计算 中 必须 加 以 考虑 的 另 一 个 方面 。 此 外 ， 
由 于 多 长 杆 件 在 受 压 时 ,又 出 现 了 丧失 其 原 有 平衡 形态 的 稳定 性 问题 ,所 以 对 构 
件 进行 稳定 性 计算 ,也 成 为 理论 计算 中 不 可 忽视 的 又 一 个 方面 。 hE o N, ae 
载 作用 下 的 构件 需要 进行 强度 ,刚度 和 稳定 性 计算 ,是 随 着 生产 发 展 中 不 断 出 现 
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的 新 间 题 而 逐渐 提出 来 的 . 

生产 的 进一步 发 展 允 带 来 了 喝 多 的 新 问题 ,例如 很 多 构件 需要 在 随时 间 而 
交替 变化 的 荷载 作用 下 ,或 氏 期 在 高 温 环境 中 工作 ,等 等 。 对 于 在 这 些 情况 下 工 
作 的 构 忻 进行 强度 .刚度 和 稳定 性 计算 时 ,就 得 考虑 更 多 的 影响 因素 。 此 外 , 随 
着 超 席 强度 钢 的 应 用 ,又 出 现 了 由 于 结构 或 徇 件 中 存在 善 尘 检 的 初始 裂纹 而 发 
生意 外 断裂 的 事故 ,为 解决 这 类 问题 ,近年 米 发 展 了 断裂 力学 这 一 个 分 支 。 

综 上 所 述 , 材 料 力学 所 要 解决 的 问题 的 范围 随 着 生产 的 发 展 而 日 益 扩大 。 
一 方面 ,后 产 实践 提供 了 大 量 成 功 的 经 验 和 失败 的 教训 ,同时 在 实验 室内 进行 的 
大 量 科学 实验 也 不 断 积累 着 有 关 材 料 力学 方面 丰富 的 实验 资料 ,这 些 都 有 助 于 
材料 力学 的 发 展 ， 另 一 方面 ,材料 力学 的 发 展 对 生产 实践 也 起 着 重要 的 指导 作 
用 , 它 为 构件 的 计算 提供 了 简便 实用 的 方法 , 既 保 证 了 物件 在 各 种 情况 下 能 够 正 
各 地 工作 ,又 能 合理 地 使 用 材料 。 


$1-3 可 变形 固体 的 性 质 及 其 基本 假设 


制造 构件 所 用 的 材料 ,其 物质 结构 和 性 质 是 多 种 多 样 的 ,但 具有 一 个 共同 的 
特点 , 即 都 是 固体 ,而 且 在 荷载 作用 下 都 会 发 生变 形 一 一 包括 物体 尺寸 的 改变 和 
形状 的 改变 。 因 此 ,这 些 材 料 统称 为 可 变形 千 体 。 

工程 中 实际 材料 的 物质 结构 是 各 不 相同 的 ,例如 ,金属 具有 蝇 体 结构 ,所 请 
晶体 是 由 排列 成 一 定 规则 的 原子 所 构成 ;塑料 由 长 链 分 子 所 组 成 ;玻璃 、 陶 次 是 
由 按 某 种 规律 排列 的 硅 原 子 和 和 氧 原子 所 组 成 。 因 而 ,各 种 材料 的 物质 结构 都 具 
有 不 同 程度 的 空 阶 ,并 可 能 存在 气孔 、 杂 质 等 缺陷 。 然 而 ,这 种 空 阶 的 大 小 与 构 
件 的 尺寸 相 比 ,都 是 极其 微小 的 (例如 金属 晶体 结构 的 尺寸 约 为 1x 10-s cm 数 
FRR) ,因而 ,可 以 略 去 不 计 而 认为 物体 的 结构 是 密实 的 。 此 外 ,对 于 实际 材料 的 
BEARDS AUS WE HAE ,混凝土 的 石子 、. 砂 和 水 泥 等 ,彼此 之 
间 以 及 基本 组 成 部 分 与 构件 之 间 的 力学 性 能 都 存在 着 不 间 程 度 的 差异 。 但 由 于 
基本 组 成 部 分 的 尺寸 与 构件 尺寸 相 比 极为 微小 ,县 其 排列 方向 又 是 随机 的 , 因 
而 ,材料 的 力学 性 能 反映 的 是 无 数 个 随机 排列 的 基本 组 成 部 分 力学 性 能 的 统计 
平均 量 。 例如 ,构成 金属 的 晶体 的 力学 性 能 是 有 方向 人 性 的 ,但 由 成 千 上 万 个 随机 
排列 的 蝇 体 所 组 成 的 金属 材料 ,其 力学 性 能 则 是 统计 各 向 同性 的 。 

综 上 上 所 述 ,对 于 可 变形 固体 制 成 的 构件 ,在 进行 强度 、 刚 度 或 稳定 性 计算 时 ， 
通常 略 去 一 些 次 要 因素 ,将 它们 抽象 为 理想 化 的 材料 ,然后 进行 理论 分 析 _。 对 可 
变形 固体 所 作 的 两 个 基本 假设 如 下 。 

1. 连续 性 假设 认为 物体 在 其 整个 体积 内 完满 了 物质 而 辜 无 空隙 ,其 结构 
是 密实 的 。 很 据 这 一 息 设 ,就 可 在 受 力 构件 内 任意 一 点 处 截取 一 体积 单元 来 进 
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2, 均匀 性 假设 认为 从 物体 内 任意 一 点 处 取出 的 体积 单元 ,其 力学 性 能 都 
能 代表 整个 物体 的 力 宁 忻 能 -显然 ,这 种 能 够 代表 材料 丸 学 性 能 的 使 积 单元 的 
八 才 ,是 随 材 料 的 组 织 颖 入 不 同 而 有 所 不 同 的 - 例如 ,对 于 金属 材料 ,通常 取 
0.1 mmx 1 mmi. 1 mm 为 睦 代 表 性 体积 单 匹 的 报 小 尺寸 ， 对 于 混凝土 , 则 
fe K 10nmmxiommx1lnom 为 其 代 瑟 性 体 租 单 雹 的 最 小 尺寸 。 这 是 因为 代表 
性 体积 单 江 的 最 小 尺 杆 必 须 保证 硅 共 体积 中 和 包 售 足够 多 数量 的 基本 组 成 部 分 ， 
以 使 其 力学 性 能 的 统计 平均 值 能 保持 :~ 个 恒定 的 量 ， 

对 于 可 变形 固体 , 除 上 述 两 个 基本 假设 外 ,对 于 常用 的 工程 材料 ,通常 还 有 
各 向 同性 假设 ,即兴 为 材料 治 各 个 方 癌 的 力学 性 能 是 相同 的 。 如 前 所 述 ,金属 沿 
任意 方向 的 力学 性 能 ,是 具有 方向 性 晶体 的 统计 平均 值 。 至 于 钢板 RES 
EK AGERE SIRS ,由 于 轧 制 过 程 造成 晶体 排列 择优 取向 , 沿 轧 制 方向 
各 垂直 于 扎 制 方向 的 力学 性 能 会 有 一 定 的 差 吊 , 旦 随 材 料 和 扎 制 加 工程 度 不 同 
而 异 。 俱 在 材料 力学 的 计算 中 ,通常 不 考虑 这 种 差别 ,而 仍 按 各 向 同性 进行 计 
算 。 不 过 对 于 木材 和 纤维 增强 从 层 复 合 材料 等 .其 整体 的 力学 性 能 具有 明显 的 
方向 性 ,就 不 能 再 认为 是 各 向 同性 的 ,而 应 护 各 向 异性 来 进行 计算 。 关 于 各 向 异 
性 材料 的 基本 特征 ,将 在 第 七 章 中 稍 加 说 明 。 

如 上 产 述 ,在 材料 力学 的 理论 分 析 中 ,以 均匀 .连续 .各 向 同性 的 可 变形 尚 体 
作为 构件 材料 的 力学 模 弄 ,这 种 理想 化 了 的 力学 模型 抓 住 了 各 种 工程 材料 的 基 
本 属性 ,从 而 使 理论 研究 成 为 可 行 。 而 县 ,用 这 种 力学 模 再 进行 计算 所 得 结果 的 
精度 ,在 大 多 数 情况 下 是 在 工程 计算 的 允许 范 于 内 。 

材料 力 掌 中 所 研究 的 构件 在 承受 荷载 作用 时 ,其 变形 与 物性 的 原始 尺寸 租 
比 通 常 其 小 ,可 以 略 友 不 计 。 所 以 ,在 研究 构件 的 平衡 和 运动 以 及 内 部 妓 力 和 变 
形 等 间 题 时 , 均 可 按 构件 的 原始 尺寸 和 形状 进行 计算 。 这 种 变形 微小 及 按 愿 始 
八 才 和 形状 进行 计算 的 概念 ,在 材料 力学 中 将 经 常用 到 。 与 此 相反 ,有些 构件 在 
受 力 变 形 后 ,必须 接 其 变形 后 的 形状 来 计算 ,例如 第 九 章 所 讨论 的 压 杆 稳定 就 属 
于 这 类 问题 。 对 于 大 变形 问题 ,在 4 材料 力学 {11)》 第 四 章 的 例题 中 作 了 介绍 ,但 
对 人 变形 问题 的 详细 讨论 , 则 超出 了 本 书 所 涉及 的 范围 。 

工程 上 所 用 的 材料 ,在 荷载 作用 下 均 将 发 生变 形 。 当 荷载 不 超过 一 定 的 范 
围 时 . 绝 大 多 数 的 材料 在 印 除 薪 载 后 均 可 恢复 原状 。 但 当 荷 载 寺 大暑 , 则 在 荷载 
草 际 后 只 能 部 分 地 莫 原 向 诡 留 下 一 -部 分 恋 撒 木 能 消失 . FE GR far Bh EG RE SE 
失 的 那 一 部 分 变形 Sy GE SI Fe, AR AB IY A THT PR BOF AR — BB PAE , VF 
为 塑性 变形 ， 例如 取 一 段 直 的 钢丝 ,用 手 将 它 夺 成 一 个 圆 弧 ,车 圆 弧 的 曲率 不 
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大 , 则 放松 后 钢 经 又 会 变 直 ,这 种 变形 研 是 弹性 空 形 ; 蔡 弯 成 的 贺 弧 曲率 过 大 , 则 
放松 后 强 形 钢 经 的 曲率 虽然 会 减 小 些 , 但 不 能 再 变 直 了 ,残留 下 来 的 那 一 部 分 变 
形 就 是 塑 性 变形 。 对 于 每 一 种 材料 ,通常 当 荷 载 不 超过 一 定 的 限度 时 ,其 变形 完 
全 是 弹性 的 。 多 数 构 件 在 正常 工作 条 件 下 , 均 要 求 其 材料 只 发 生境 性 变形 。 所 
以 ,在 材料 力学 中 所 研究 的 大 部 分 问题 ,多 局 限于 弹性 变形 范围 内 。 对 于 考虑 材 
料 塑 性 时 的 计算 ,将 在 4 材料 力学 (1T)》 的 第 二 章 中 过 论 。 

概括 起 来 讲 , 在 材料 力学 中 是 把 实际 材料 理 作 均 义 ,连续 、 各 向 同性 的 可 变 
形 固体 , 且 在 大 多 数 场合 下 局 限 在 弹性 迹 形 范围 内 和 小 变形 条 件 下 进行 研究 ， 


$1-4 材料 力学 主要 研究 对 象 ( 杆 件 ) 的 几何 特征 


材料 力学 所 研究 的 主要 构件 从 几何 上 多 抽象 为 杆 ,而 且 大 多 数 抽象 为 直 杆 。 
直 杆 是 纵向 (长度 方 向 ) 尺 寸 远 比 横向 (垂直 于 长 度 方向 } 尽 寸 要 大 得 多 的 构件 。 
粱 、 柱 和 传动 轴 等 都 可 抽象 为 直 杆 。 

直 杆 有 两 个 主要 的 几何 因素 , 即 机 裁 面 和 轴线 。 前 者 指 的 是 旧 杆 沿 垂 直 于 
其 长 度 方向 的 截面 ,后 者 则 为 所 有 和 横 截 面 形 心 的 连 线 (图 1 - 1a)。 横 截面 和 轴 
线 是 互相 垂直 的 。 在 材料 力学 中 所 研究 
的 多 数 是 等 截面 的 直 杆 (图 1 - fa)、 

对 于 等 截面 的 曙 杆 , 它 的 主要 几何 因 
素 仍 是 横 截 面 和 轴线 。 前 者 指 的 是 曲 杆 
沿 三 直 于 其 弧 长 方向 的 截面 ,后 者 则 为 所 
有 横 截 面 形 心 的 连 线 ( 图 1- lb)。 曲 杆 的 
轴线 与 横 截面 也 是 相互 垂直 的 。 

模 截 面 党 轴线 变化 的 杆 称 为 变 截面 b) 轴线 》 a 
杆 。 

等 直 杆 的 计算 原理 一 般 也 可 近似 地 图 1 -1 
用 于 曲率 很 小 的 曲 杆 和 横 截 面 变化 不 大 的 变 截面 杆 。 


S1-S 村 件 变形 的 基本 形式 


作用 在 杆 上 的 外 力 是 多 种 多 样 的 ,因此 , 杆 的 变形 也 是 各 种 各 样 的 。 不 过 这 
厂 变 形 的 基本 形式 不 外 平 以 下 四 种 。 

L 办 向 拉 伸 或 轴 向 压缩 ”在 一 对 其 作用 线 与 直 枉 辅 线 重合 的 外 力 F #Ħ 
下 ,让 杆 的 主要 变形 是 长 度 的 改变 。 这 种 变形 形式 称 为 轴 向 控 伸 (图 1 - 2a) 
轴 向 压缩 (图 1 - 2b). 简单 析 架 在 荷载 作用 下 , 析 架 中 的 杆 件 就 发 生 轴 向 拉 储 
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2.0 ÆI IRER AAE .指向 相反 的 横向 外 力 下 作用 下 , 真 
杆 的 主要 变形 是 横 截面 沿 外 力作 用 方向 发 生 相对 错 动 (图 1 -2c)。 这 种 变形 形 
式 称 为 前 切 。 一 般 在 发 生 剪 切 变形 的 同时 , 杆 件 还 存在 其 他 的 变形 形式 。 

3, 扭转 在 一 对 转向 相反 、 作 用 面 垂直 于 直 杆 轴线 的 外 力 偶 { 其 矩 为 M.) 
作用 下 , 直 杆 的 相 邻 横 截 面 将 绕 轴 线 发 生 相 对 转动 , 杆 件 表面 纵向 线 将 成 螺旋 
线 ,而 轴线 仍 维持 直线 。 这 种 变形 形式 称 为 扭转 (图 1 - 2d)。 机 械 中 传动 轴 的 
主要 变形 就 包括 扫 转 。 

4. 弯曲 在 一 对 转向 相反 ,作用 面 在 杆 件 的 纵向 平面 ( 即 包含 杆 轴线 在 内 
的 平面 ) 内 的 外 力 偶 (其 低 为 M,) 作 用 下 , 直 杆 的 相 邻 模 截 面 将 绕 垂直 于 杆 轴 线 
的 轴 发 生 相 对 转动 ,变形 后 的 杆 件 轴 线 将 弯 成 曲线 。 这 种 变形 形式 称 为 纯 弯 有 曲 
(图 1 一 2e}。 梁 在 横向 力作 用 下 的 变形 将 是 纯 窒 曲 与 葛 切 的 组 合 , 通 常 称 为 横 
力 蛮 曲 。 传 动 轴 的 变形 往往 是 扭转 与 横 力 弯曲 的 组 合 ， 

工程 中 常用 构件 在 荷载 作用 下 的 变形 ,大 多 为 上 述 凡 种 基本 变形 形式 的 组 
合 , 纯 属 一 种 基本 变形 形式 的 构件 较为 少见 。 但 车 以 某 一 种 基本 变形 形式 为 主 ， 
其 他 属于 次 要 变形 的 , 则 可 按 该 基本 变形 形式 计算 。 若 几 种 变形 形式 都 非 次 要 
变形 , 则 属于 组 合 变形 问题 。 本 书 将 先 分 别 讨论 构件 的 每 一 种 基本 变形 ,然后 再 
分 析 组 合 变形 问题 。 


PE $A fa A E 


$2-1 轴 回 拉 伸 和 压缩 的 概念 


工程 中 有 很 多 构件 ,例如 , 钢 木 组 合 析 架 中 的 钢 拉 杆 (图 2 -1) 和 懒 烤 料 试 
验 用 的 万 能 试验 机 的 立柱 等 , 除 连 接 部 分 外 都 是 等 直 杆 ,作用 于 杆 上 的 外 力 ( 或 
外 力 合力 ) 的 作用 线 与 杆 轴线 重合 。 等 直 杆 在 这 种 受 力 情况 下 ,其 主要 变形 是 织 
向 伸 长 或 缩短 。 这 种 变形 形式 就 是 $1-5 中 所 述 的 轴 向 拉 和 覃 或 压缩 。 这 类 构 
件 称 为 拉 ( 压 ) 杆 。 


实际 拉 ( 压 ) 杆 的 端 部 可 以 有 各 种 连接 方式 。 如 果 不 考虑 其 端 部 的 具体 连接 
情况 , 则 其 计算 简 图 即 如 图 2 - 2a,b 所 示 。 计 算 简 图 从 几何 上 讲 是 等 直 杆 ;其 受 
力 情况 是 杆 在 两 端 各 受 一 集中 力 下 作用 ,两 个 下 力 大 小 相等 ,指向 相反 ,是 作用 
线 与 杆 轴线 重合 。 


§2-2 AD: 截面 法 轴 力 及 轴 力 图 


I. 内 力 


物体 在 受到 外 力作 用 而 变形 时 ,其 内 部 各 质点 问 的 相对 位 置 将 有 变化 。 与 
些 同村 ,各 质点 间 相 互 作用 的 力也 发 生 了 改变 。 上 述 相互 作用 力 由 于 物体 受到 
外 力作 用 而 引起 的 改变 量 ,就 是 材料 力学 中 所 研究 的 内 力 。 由 于 已 假设 物体 是 
均匀 连续 的 可 变形 固体 ,因此 在 物体 内 部 相 邻 部 分 之 间 相 互 作用 的 和 内力, 实际 上 
是 一 个 连续 分 布 的 内 力 系 ,而 将 分 布 内 力 系 的 合成 ( 力 或 力 偶 ) ,简称 为 内 力 。 也 
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就 是 说 ,内 力 是 指 由 外 力作 用 所 引起 的 .物体 内 由 邻 部 分 之 间 分 布 内 力 系 的 侣 
成 。 
Il. RAK - PARRA 


HA Ae et A ASB AB? EA A AA 
RB. Ut SE TT fe Pee F REMTE FOF, aOR PP CE RRR m- m 
工 的 内 力 {( 图 2-30, 为 此 .假想 一 平面 沿 横 截面 m- m 将 杆 件 截 分 为 1,1I 两 
部 分 , 任 取 一 部 分 (如 部 分 1), 章 去 筋 一 部 分 {如 部 分 [1) ,并 将 弃 去 部 分 对 留 下 
部 分 的 作用 以 截 开 了 面 上 的 内 力 来 代 符 。 

ATP ADT HB St (ORV. PD m-m 上 的 内 力 F、 就 成 为 外 力 。 由 于 整个 
杆 件 处 于 平衡 状态 , 杆 件 的 任 一 部 分 均 应 保持 平衡 , 故 其 留 下 部 分 1 也 应 保持 平 
Rio THR ARR m- pr 上 的 肉 力 必定 是 与 鞭 左 端 外 力 下 共 线 的 轴 向 力 
FC 2- 3b): 内 力 下 .的 数值 可 由 平衡 条 件 求 得 。 

由 平衡 方程 


得 
F =F 
式 中 ,下 、 为 杆 件 任 一 横 截面 mom 上 的 内 力 ,其 作用 线 也 与 丁 的 轴线 重合 , 即 
稍 真 于 横 截 面 并 通过 其 形 心 。 这 种 内 力 称 为 轴 力 ,并 规定 用 记 身 Fk 表示。 
ERRA II 为 留 下 部 分 , 则 由 作用 与 反作用 原理 可 知 , 部 分 II 在 截 开 面 上 
的 轴 力 与 前 述 部 分 I 革 的 轴 力 数值 相等 而 指向 相反 { 图 2--3b,e)。 妆 然 , 同 样 也 
可 从 部 分 开 的 平衡 条 件 来 确定 。 


| m I ; | li 
lon m 
一 二 十 -一 o ee 


m m 
Fm li lI 
mt m 
图 2- 3 图 2 一 4 


对 于 庄村 ,也 可 通过 上 述 过 程 求 得 其 任 一 横 截 面 六 -六 上 的 轴 力 下 ,其 指 
问 如 图 2 一 4 所 示 。 为 了 使 由 部 分 ! 和 部 分 II 所 得 同一 截面 m- m 上 的 轴 力 具 
有 相间 的 正 负 号 ,联系 变形 情况 ,规定 :引起 维 向 伸 长 变形 的 轴 力 为 正 , 称 为 拉 
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HA 2-3h.c WMH RS eA ee PIAA AN 
压力 ,由 图 2 一 db,c AW, He ER ed TY 
上 述 分 析 轴 妨 的 上 方法 称 为 截面 法 . 它 足 求 朵 力 的 一 般 方 法 ， Rie 


(1) FF fc ECR AL A BY a ah EAB I EE AR T A BS a 

(2) 代替 :将 两 部 分 中 的 任 一 部 分 留 下 ,并 把 蛮 去 部 分 对 留 下 部 分 的 作用 代 
ZUFAR D LAAHR A): 

(3) F OS ATP AS AB a oP a EA PA Ah A RIAIT E R 
JDL RAIA A OE SE. aD A J RS TOF ob HO 

必须 指出 ACE ok J ERE , ERRER A J at E 
A BY. PAB 2 Se BREE i A RSP, RR Ral 
FFE - ARI pw 一 点 Benoa PERIE EE OCHS 2 Shoe), AEE 
Hy F A AHA TAPE RB oe ob CF 2-5d), UH AB RAE - 
HRH m~ om LM He Se FA 2-50). BC 上段 内 任 一 横 惟 而 ni 一 nx 上 
的 辖 力 仍 等 于 (图 2 5f) RARE. BEANE PAA BEB 
ia ,改变 了 杆 件 AB RE ETE MIARE BC RATE., mH, KEFE RIA 
载 弄 “个 葛 力 等 效 的 相当 力 系 来 代替 ,在 求 内 妨 的 过 程 中 也 有 所 限制 。 


图 2 5 


当 杆 学 到 多 个 轴 向 外 力作 用 时 ,在 杆 的 不 同 横 截 面 上 的 轴 力 将 各 椒 相 同 。 闵 
了 表明 横 截 面 上 的 轴 力 随 横 截 面 位 置 而 变化 的 情况 ,可 用 平行 于 杆 轴线 的 坐标 表 
示 横 截面 的 位 置 ,用 垂直 于 杆 轴线 的 举 标 表示 横 截 面 |: 轴 力 的 数值 ,从 而 给 出 表示 
AWD ARI ARS RA. 从 该 图 上 即 可 确定 最 大 轴 力 的 数值 及 
其 所 在 横 截 面 的 位 置 ， 习 慑 上 将 正 值 的 轴 方 画 在 上 侧 . 负 信 的 画 在 下 便 。 

例题 2-1 一 等 直 杆 及 其 受 力 情况 如 图 4 所 示 , 试 作 杆 的 轴 力 图 。 
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(a) 


1 F\=40 KN 2 F,=55 KN Fy=28kN 


F210 kN 


(e) 


my 图 (EN) 


例题 2- 1 图 


解 : 为 运算 方便 ,首先 求 出 支 反 力 Fi (图 b)。 由 整个 杆 的 平衡 方程 
UF,=0, - Fp-F,+F,-F,+F,=0 


F,=10kN 

在 求 AB 段 内 任 一 横 截 而 上 的 输 力 时 ,应用 截面 法 研究 截 开 后 左 段 杆 的 平 
W. BREMI FF、 为 拉力 (图 c) ,由 平衡 方程 求 得 AB 段 内 任 一 横 截 面 上 的 轴 力 
为 

Fv = Fe=10kN 

结果 为 正 值 , 故 FF 为 拉力 

le AOR BC 段 肉 任 一 横 截 面 上 的 轴 力 (图 d) 为 

Fy. = Firt+F,=50kN 

在 求 CD 自 内 的 输 力 时 ,将 杆 截 开 后 袜 研 究 其 右 段 的 平衡 ,因为 右 段 杆 比 磊 

段 杆 上 包含 的 外 力 较 少 ,并 假定 轴 力 下, 为 拉力 (图 edo H 
SiF,=0, -F,,;-F,+F,=0 

得 
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上 = —F,+F,=-3kN 
结果 为 负 值 ,说明 原 先 假 定 的 Fi 的 指向 不 对 , 即 应 为 压力 。 
同 理 ,可 得 DE BAER Re EAHA FF, 为 
Fy, = F,=20kN 
Pe BIE ERR By A) 7 FS BE f Bas. Fy, REE BCH 
内 的 任 一 横 截面 上 , 共 值 为 50 kN。 


§2-3 应 力 ， 拉 (于 ) 杆 内 的 应 力 


ERE SREP ORAL ARRAS RRR RR, 
因为 铀 力 只 是 杆 横 截 面 上 分 布 内 力 系 的 合力 ,而 要 判断 杆 是 否 会 因 强 度 不 足 而 
破坏 ,还 必须 知道 度量 分 布 内 力 大 小 的 分 布 内 力 集 庆 ,以 及 材料 承受 荷载 的 能 
为 。 丁 件 截 而 上 的 分 布 肉 力 集 度 ARH. 


L 应 力 的 概念 


应 力 是 受 力 杆 件 某 一 截面 上 一 点 处 的 内 力 集 度 。 若 考察 受 力 杆 截面 m- 
m EM 点 处 的 应 力 ( 图 2-6a), 则 可 在 M 点 周围 取 一 很 小 的 面积 AA , 设 AA 


Hi 2-6 


面积 上 分 布 内 力 的 合力 为 AF ,于 是 ,在 面积 AA LAH AF 的 平均 集 度 为 
_ AF 
Pa RA 
AP. pa 称 为 面积 AA 上 的 平均 应 力 。 一 般 地 说 ,截面 加 - 训 上 的 分 布 内 力 并 
不 是 均 林 的 ,因而 ,平均 应 力 pa 的 大 小 和 方向 将 随 所 取 的 微小 面积 AA 的 大 小 
而 不 同 。 为 表明 分 布 内 力 在 M 点 处 的 集 度 , 令 微小 面积 AA SRR DI 
和 零 , 则 其 极限 值 


_ p åF dF 
p= lim ZA TJA (2—1) 


即 为 M 点 处 的 内 力 集 度 , 称 为 截面 m-m EM 点 处 的 总 应 力 。 由 于 AF 是 天 


RAMS p BECKER ,其 方向 一 般 既 不 与 截 而 垂直 ,也 不 与 裁 而 相 切 。 
通常 ,将 总 应 力 p RSA RRR MR ao 和 与 截面 相 切 的 切 向 分 量 r 
(图 2 一 6b)。 法 问 分 量 og RK AIERA Wilt ht r 称 为 切 应 力 。 

ANEN REN J W ,应 力 具 有 如 下 特征 :(1) 应 力 定义 在 受 力 物体 的 蘑 一 截 
而 上 的 茶 一 点 处 ,因此 ,讨论 应 力 必 须 明 确 是 在 哪 一 个 截面 上 的 哪 一 点 处 。 
(2) 在 某 一 截面 上 一 点 处 的 应 力 是 矢量 。 对 于 应 力 分 量 ,通常 规定 离开 截面 的 
下 应 力 为 正 , 指 向 截面 的 于 应 力 为 负 , 即 拉 应 访 为 正 ,上 讨 应 力 为 负 ; 而 对 截击 内 部 
‘人 千 近 截 而 } 的 一 点 产生 顺 钟 向 力 拓 的 团 应 万 为 正 ,反之 为 负 ( 图 2-6b 中 表示 的 
正 应 力 和 切 应 力 均 为 正 )。(3) 应 力 的 量 岗 为 ML IT :。 应力 的 单位 为 PaT。 
(4) 整个 截 而 上 各 点 处 的 应 力 与 微 而 积 dA 之 乘积 的 合成 , 即 为 该 截面 上 的 内 力 。 
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ACT RRM LMA AAA A RAS RT. BEN RRA 
心 ,而 截面 上 上 各 点 处 应 力 与 微 面 积 dA 之 乘积 的 合成 即 为 该 截面 上 的 内 力 。 显 
然 , 夫 而 上 各 点 处 的 切 应 力 下 可 能 合成 为 一 个 焉 直 于 截面 的 轴 力 - 因而 ,与 办 为 
相 庶 的 只 可 能 是 垂直 于 截面 的 正 应 力 。 由 于 还 不 知道 正 应力 在 截面 上 欧 变 化 规 
律 ,为 此 ,考察 丁 件 在 受 力 后 表面 上 的 变形 情况 ,并 由 表 及 里 地 作出 杆 件 内 部 恋 
形 情况 的 几何 假设 ,再 根据 力 与 变形 间 的 物理 关系 ,得 到 应 力 在 截面 上 的 变化 规 
律 ,然后 捍 通 过 应 力 与 dA 之 乘积 的 合成 即 为 内 力 这 一 静 力 学 关系 ,得 到 以 内 力 
表示 的 应 力 计 算 公 式 。 

取 一 等 直 杆 (图 2 一 7a), 在 其 侧面 作 相 邻 的 两 条 横向 线 ab Moed, RIETER 
两 端 施 加 一 -对 轴 向 拉力 下 使 杆 发 生变 形 ， 此 时 ,可 观察 到 该 两 横向 线 移 到 a b 
和 ce (图 2-75b 中 的 庶 线 )。 根 据 这 一 现象 ， 役 想 横向 线 代表 杆 的 横 截 而 ,于 
是 ,可 假设 原 为 平面 的 横 截 而 在 丁 变 形 后 仍 为 平 向 , 称 为 平 商 假 设 。 A FEE i Be 
BL ,拉杆 变形 后 两 横 截面 将 沿 杆 轴 线 作 相对 平移 ,也 就 是 说 ,拉杆 在 其 任意 两 个 
本 截面 之 间 纵 向 线段 的 伸 长 变形 是 均匀 的 。 

由 于 假设 材料 是 均匀 的 ,而 杆 的 分 布 内 力 集 庆 又 与 杆 纵向 线段 的 恋 形 相对 
应 ,因而 ,拉杆 在 和 截面 上 的 分 布 内 力也 是 均 句 分布 的 , 即 横 截 而 上 各 点 处 的 在 
应 力 o 都 相等 ( 见 图 2- ?c,d)。 然后 , 按 静 力学 求 合力 的 概念 

F, = | oda - a| dA = sA 
BIISIT RR E E H o 的 计算 公式 
FB. 
T= (2-2) 


TT 1 Pa=1Nfor, 由 于 这 一 单位 较 小 ,工程 中 通常 采用 MPa, BE ] NPa= 10° Pa, 


对 轴 问 压缩 的 杆 , 上 式 同 样 适 用 。 由 于 已 规定 了 轴 力 的 正 负 号 ,由 式 (2 一 2) 
可 知 , 正 应 力 的 正 负 号 与 轴 力 的 正 负 号 是 一 致 的 。 

式 (2-2) 是 根据 正 庶 力 在 杆 横 截 面 上 各 点 处 相等 这 一 结论 而 导出 的 。 应 该 
指出 ,这 一 结论 实际 上 只 在 杆 上 离 外 力作 用 点 稍 远 的 部 分 才 正 确 , 布 在 外 力作 用 
总 附近 ,由 于 杆 端 连接 方式 的 不 同 ,其 应 力 情 帝 较为 复杂 。 但 至 维 南 {Saint-Ve- 
nant) 原 理 指出 … 力 作用 于 杆 端 方式 的 不 同 ,只 会 使 与 杆 端 曝 离 不 大 于 杆 的 横向 
尺寸 的 范围 内 受到 影响 "。 这 一 原理 已 被 实验 所 证 实 , 故 在 拉 ( 夺 ) 杆 的 应 力 计算 
中 ,都 以 式 (2 -2) 为 准 。 至 于 杆 端 连接 部 分 的 计算 ,将 在 第 八 章 中 讨论 。 

当 等 直 杆 受 几 个 轴 疝 外 力作 用 时 ,由 轴 力 图 可 求 得 其 最 大 轴 力 PY ,代入 
式 (2-2) 即 得 杆 内 的 最 大 正 应 力 为 

PN ax 
= 一 (2-3) 
最 大 轴 力 所 在 的 横 截 面 称 为 危险 截面 ,危险 截面 上 的 正 应 力 称 为 最 大 工作 应 力 。 

例题 2-2 一 横 截 面 为 正方 形 的 砖 柱 分 上 .下 琴 段 ,其 受 力 情况 .各 段 长 度 
及 横 截面 尺寸 如 图 a 所 示 。 已 知 下 = 50 kN, 试 求 荷 载 引起 的 最 大 工作 应 力 。 

解 : 首先 作 柱 的 轴 力 图 如 图 b 所 示 。 

由 于 薛 柱 为 变 截 面 杆 , 故 须 利用 式 {2 -2) 求 出 每 段 柱 的 模 截 面 上 的 正 应 力 ， 
从 而 确定 全 柱 的 最 大 工作 应 力 。 

1, II 两 段 柱 { 图 4) 横 截 面 上 的 正 应 力 , 分 别 由 轴 力 图 及 横 截 面 尺寸 算得 为 

o Fa _ -$0x10N 
“> “A, ~~ (0.24 m)(0.24 n) 
= — 0.87 x 10° Pa = — 0.87 MPa{ 压 应 力 } 


T max 


14 PoE Aei MAE 


一 一 一 一 一 一 一 
一 - a -n 


150 kN 


日 240) 


{a} (b) 


2-2 w 


Eva ~ 150 x 10° N 
92 A,  (.37m)(0.37m) 
=~ 1.1 10° Pa =- 1.1 MP ERA) 

Aa EB RAL , 砖 柱 的 最 大 工作 应 力 在 柱 的 下 段 ,其 值 为 1.1 MPa, 是 压 
应 力 。 

例题 2~3 CAS AG d =200 mm. % 8 =5 mm HBA, BS p= 
2 MPa 的 内 压力 作用 ,如 图 atom, ARAM 4 Ri LRH. 

解 ; 薄 壁 圆 环 在 内 于 力作 用 下 要 均 义 胀 大 , 故 在 包含 回环 铺 线 的 任何 径 疝 
截面 上 ,作用 有 相同 的 法 向 拉力 F、。 为 求 该 拉力 ,可 假想 地 用 一 直径 平面 将 圈 
环 截 分 为 二 ,并 研究 留 下 的 半 环 (图 b) 的 平衡 。 半 环 上 的 肉 压力 沿 y 方向 的 合 
力 为 


Fe = | {2 ' 749 sin p = Oe sin pde = pbd 
其 作用 线 与 y MRSA. 
A a JE at ss F Ai gg, 故 可 近似 地 认为 在 环 的 每 一 个 模 截 面 wt — ma BM az 
n 卡 各 点 处 的 正 应 力 相 等 (如 果 8 所 4120, 这 种 近似 足够 精确 )。 叉 由 对 称 关系 


(a) (b) 


例题 2-3 图 


可 知 , 此 两 横 截 庙 上 的 正 应 力 必 组 成 数值 相等 的 合力 Fy AERA RD FP, = 
0, 求 得 


_ Fe _ pbd 
Pye" 


于 是 模 截 面 上 的 正 应 力 ea 为 


Fy _ ped _ pd 
A Dbée 26 


(2 x 16° Pa)€0.2 m) a 
一 E . = 40 x 10° Pa = 40 MP 
305107 m) =) 0 O° Pa 0 a 


疗 


I. 拉 ( 庄 } 杆 笠 截 面 上 的 应 力 


上 面 分 析 了 拉 { 压 ) 杆 横 截 面 上 的 正 应 力 , 现 研究 与 横 截 面 成 a 角 的 任 一 斜 

融 面 六 -大 上 上 的 应 力 ( 图 2-8ay。 为 此 ,假想 地 用 一 平面 沿 糙 截面 下 -大 将 杆 截 
分 为 二 ,并 研究 左 段 杆 的 平衡 (图 2-8b)。 于 是 ,可 得 等 截 面 上 -上 的 内 力 玉 ， 
为 

F,=F (a) 
(7 RASR BG AR MEENA Ee a A 4) EO RR LS Aah 
MA p 相等 的 结论 。 于 是 ,有 

六- 下 (b) 
式 中 ,4. BARA HR. A, 与 横 截 面 面 积 A 的 关系 为 A, = Afcosa, RAR 
(b), 并 利用 式 (a), 即 得 


F 
Pa = FEOS a = gocosa (ch 


式 中 ,ou = 4 BUREN (a = 0) 上 的 正 应 力 。 
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总 应 力 p 是 矢量 ,分解 为 两 个 分 量 ; 沿 截面 法 线 方 向 的 正 应 力 和 沿 截面 切 
线 方 向 的 急 应 力 ,并 分 别 用 ga’ t, 表示 由 ,如 图 2-8c 所 示 。 


上 述 两 个 应 力 分 量 可 表示 为 
g, = p,cos a= a, cosa (d) 
和 
r, = p sin a = Fsin2a (e) 


EAA RIA TRAE Seah RA ER LEH o, A 
WAt, Hae 角 而 改变 的 规律 。 通 过 一 点 的 所 有 不 同方 位 截面 上 应 力 的 全 部 情 
Ob , 称 为 该 点 处 的 应 力 状态 。 由 {dj,(e) 两 式 可 知 ,在 所 研究 的 拉杆 中 ,一 点 处 的 
应 力 状 态 由 其 横 截 面 上 的 正 应 力 so。 即 可 完全 确定 ,这 样 的 应 力 状态 称 为 单 轴 应 
力 状 态 。 关 于 应 力 状 态 的 问题 将 在 第 七 章 中 详细 讨论 。 

由 (dj ,(e) 两 式 可 见 ,通过 拉杆 内 任意 一 点 不 同方 位 截面 上 的 正 应 力 a, $ 
Wi Hc, ,其 数值 随 a 角 作 周期 性 变化 ,它们 的 最 大 值 及 其 所 在 截面 的 方位 为 ; 
(1) 当 a=0 时 ,o, = oo 是 a, 中 的 最 大 值 。 即 通过 拉杆 内 某 一 点 的 横 截 面 上 的 
正 应 力 ,是 通过 该 点 的 所 有 不 同方 位 截面 上 正 应 力 中 的 最 大 值 。(2) Ma = 45° 


Yc, = Ec, PARKIE, BS AAR A 45° EAL AO Ui ay, RE 


有 不 同方 位 截 商 上 切 应 力 中 的 最 大 值 。 
以 上 的 全 部 分 析 结 果 对 于 于 杆 也 同样 适用 。 


TO EARRA T ARD EI A A PS po 和 表示 。 这 里 的 下 角 标 a 表示 这 些 应 力 
是 在 = 面 上 的 应 力 。 
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— -一 -一 
一 


—— mr mit 


52-4 FC) FARO - Meee 


BRP MRR LRE- AMD FOR PEA Re, RRA i 
(FA 2-9), UAT A Te) BS A 


Ai=il,-i (a) 
Deir A7 只 反映 杆 的 总 变形 量 , 而 无 法 说 明 沿 杆 长 度 方 向 上 各 段 的 变形 程 
E. 出 于 拉杆 各 段 的 伸 长 是 均匀 的 ,因此 ,其 变形 程度 可 以 每 单位 长 度 的 纵 疝 伸 
长 ( 即 A/D RRA. BPR EM PK (Ra) AAR AICS K 
Ro 证 是 .拉杆 的 纵向 线 应 变 为 


=- 人 (b) 


由 式 (a) 可 知 , 拉 杆 的 纵向 伸 长 AY 为 正 , 讨 杆 的 
Me Al 为 负 ， 故 线 应 变 在 伸 长 时 为 止 , 缩 
短 时 为 负 。 

必须 指出 , 式 人 b) 所 表达 的 是 在 长 度 ! 内 的 
平均 线 应 变 , 当 溢 村 长 度 均 多 变形 时 ,就 等 于 沿 
长 度 各 点 处 的 纵向 线 应 变 。 当 沿 杆 长 度 为 非 均 
习 变 形 时 (如 一 等 直 杆 在 自重 作用 下 的 变形 )， 
式 (b) 并 不 反映 沿 长 度 各 点 好 的 纵向 线 应 变 。 
为 研究 一 点 处 的 线 应 变 , 可 围绕 该 点 取 一 个 很 
小 的 正六 面体 (图 2 - 10)。 设 所 取 正 六 面体 沿 
7 轴 方 向 AB 边 的 原 长 为 Ar, 变形 后 其 长 度 的 


改变 量 为 A3. ,对 于 非 均 匀 变 形 ,比值 A6./A: 2-10 
A AB 边 的 平均 线 应 变 。 当 Ar 无限 缩小 而 趋 于 零 时 ,其 极限 值 
et Ad, dë, 
f= im a= a (2-4) 


BRA A 点 处 沿 x 轴 方 向 的 线 应 变 。 


i8 PA fhett ER 


拉杆 在 维 问 变形 的 同时 将 有 横 回 变形 。 设 拉杆 为 圆 截 面 杆 , 其 原始 直径 为 
d , 受 力 变形 后 第 小 为 41{ 图 2 一 9), 则 其 横 回 变形 为 


Ad=d,-d (c) 
在 均匀 变形 情况 下 ,拉杆 的 横向 线 应 变 为 
“ae (d) 


d 
Akie) ay PLAT A R ERAS A eR EE ASA 。 

WU EAR SBM -KEAR SARA TER RAHA 
e ih (A, TRR a Ee WI AE fa, 

拉 ( 压 ) 杆 的 变形 量 与 其 所 受 力 之 间 的 关系 与 材料 的 性 能 有 关 , 只 能 通过 实 
验 来 效 得。 对 工程 中 常用 的 材料 ,如 低 磋 钢 , 合 爹 钢 所 制 成 的 拉杆 ,由 一 系列 实 
验证 明 : 当 杆 内 的 应 力 不 超过 材料 的 某 一 极限 值 ,芭比 例 极限 ( 见 §2-6) 时 ,村 
的 伸 长 Al 与 其 所 受 外 旋 下 、 杆 的 原 长 ! 成 正比 ,而 与 其 横 截面 曾 积 A 成 反比 ， 
BA 

Fi 


Alo 
引进 比例 常数 EWA 
_ Fi B 
Al = Eg (2 — 5a} 
由 于 下 = FF , 故 上 上 式 可 改写 为 
_Fyd 
Als EA {2 一 Sb) 


这 一 关系 式 称 为 胡 克 定律 。 式 中 的 比例 常数 E 称 为 弹性 模 量 ,其 量 网 为 ML 
T ,其 单位 为 Pa。E 的 数值 随和 材料 而 异 ,是 通过 实验 测定 的 ,其 值 表 征 材料 抵 
抗 弹 性 变形 的 能 力 。 式 (2 - Sa) 或 (2 - 5b) 同 样 适用 于 压 杆 。 轴 力 Fa AEK A 
的 正 负 号 是 相对 应 的 , 即 当 轴 力 F 是 拉力 为 正 时 , 求 得 的 变形 Ar 是 伸 长 也 为 
JE IRR o 

EA FRAR AO Be OR E)E FEE BS HT, Be pa 
度 越 大 则 拉杆 的 变形 越 小 。 

将 上 述 公式 改写 成 


TOE a a 
RP PARAE AADA RAE ; 5x 为 杆 机 截面 上 的 下 应力 a。 于 是 ， 
得 朝 克 定律 的 另 一 表达 形式 
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e= r (2-6) 


MAR, EAPO DAM E e AUR RR ik Ao WIET SA tA AY , BIDE 
WAS MA mIRE KARMA. AO- 6RD a A EE, CARB 
HECE DFP , M ELE HI LA SE FER Ae H FATA PIRRE M AR AS , 故 通常 又 称 其 为 单 轴 
应 力 状 态 下 的 胡 克 定律 。 

对 于 横向 线 应 朗 ,实验 结 内 指出 , 当 拉 ( 压 ) 杆 内 的 应 为 不 超过 材料 的 比 
HRE, E HA ARME e 的 绝对 值 之 比 为 一 常数 ,此 比值 称 为 横向 变形 因数 
HARS. —D. Poisson} be Ay Has, HY 


y= | — (f) 
E 
r e ER A HE, HS he EET e, E E oe Me AY. 
考虑 到 维 问 线 应 变 与 横向 线 应 变 的 正 负 号 恒 相 反 . 故 有 
E 一 一 中 {2—7a) 
将 式 (2 一 6) 中 的 8 TRA. R4 
g = 一 y 7 (2- 7b) 


EX aA — a eb BY RA m BR SE PE AE E, OE ABR. 
弹性 模 量 E 和 泊 松 比 v 都 是 材料 的 弹性 常数 。 表 2 一 1 给 出 了 一 些 材料 的 
E All AY 2448 


R2-1 弹性 模 量 及 泊 松 比 的 约 值 


材料 名 称 ElGPad 


¥ 


低 碳 钢 Q235 200~210 0.24~0.28 
ik Fi 45 205 

低 合 金 钢 16Mn 200 0.25~0.30 
台 金 钢 40CrNiMoA | 210 | 

ROGER 60 -- 162 U.23-~0.27 
BR ARG Be 150~- 180 

wits LY12 71 0.33 
EERE | 380 

ie BE t. 0,16~0.18 


RETER ) 


T 1 GPa= 10" Pa- 
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一 一 -mn 


疝 坏 直径 的 改变 量 、 已 知 材料 的 弹性 横 量 OE = 210 GPa, 

解 : 在 例题 2- 3 中 已 经 求 出 圆 环 在 任 一 横 截 面 上 的 正 应力 s, 若 正 应 力 不 
超过 材料 的 比例 极 痕 , 则 械 按 或 (2 一 656) 算出 沿 正 应 力 o 方向 ( 即 沿 贺 周 方向 ) 的 
线 应 变 s 为 

_o. 40x10 Pa 
© FE 210x10" Pa 
圆 坏 的 周 向 应 变 s BEB HAA ec ,因为 


=1.9x107 


根据 上 式 即 可 算出 圆 环 在 内 压力 p 作用 下 的 直径 增 大 量 为 
Md= ed = 1.9x10+*:x0.2m 
— 3.8 x 107 m = 0.038 mm 
例题 2~5 Ham REA 1A 2AM, BRR Bee 
线 均 成 a = 30" 的 角度 ,长度 均 为 /=2m, 直 秘 均 为 4d =25 mm, 钢 的 弹性 模 量 为 
E =210 GPa。 设 在 结 点 A 处 悬挂 一 重量 为 了 = 100 kN 的 重 物 , 试 求 结 点 4 的 
ME Ase 
解 : 由 于 两 杆 受 力 后 伸 长 ,而 使 4 点 有 位 移 , 为 求 出 各 杆 的 伸 长 , 先 求 出 各 
杆 的 轴 力 。 
在 微小 变形 情况 下 , 求 各 杆 的 轴 力 时 可 将 a 角 的 徽 小 变化 忽略 不 计 。 假定 
各 杆 的 轴 力 均 为 拉力 (图 b), 由 结 点 A 的 平衡 


Cg RELATE TEEPE EELS FETE et ee 


fiB2-5 A 


ZF, =0, Fyisina ~ F..,sin a =0 
Al 
DFE, =0, Ficosa t+ F.jcosa- P=0 
由 此 解 得 各 杆 的 轴 力 为 


82-5 (EJHA H Li 3E fE 2! 


FP. Fe.” fT (1) 
hI os 
结果 都 是 正 值 ,说 明 原 先 假 定 的 拉力 是 正确 的 。 BFL MOF, RAR(2-5b), 
得 每 杆 的 促 长 为 
Poy Pi 
Ai = Al, = EA 2FAcosa (2) 
KPAI d 为 杆 的 横 截 面 面 积 。 

为 了 求 位 移 4, ,可 假想 地 将 两 杆 在 A 点 处 拆 开 ,并 在 其 原 位 置 上 分 别 增 加 
长 度 AL 和 Ail, 显然 ,变形 后 两 杆 仍 应 较 结 在 一 起 , 即 应 满足 变形 的 几何 相 容 
条 件 。 于 是 ,分 别 以 B,C ABO UR E AMEE BA, , CA, 2¥BER 
听 ,它们 的 交点 A (AOA A 点 的 新 位 置 。AAA" 即 为 A 点 的 位 移 。 但 因 恋 形 
微小 , 故 可 过 A, A, 分 别 作 1,2 PUFA RSE, ERE OA (Ac), 
了 略 去 高 阶 微量 ,可 认为 44 = 44 。 由 于 问题 在 几何 .物性 及 受 力 情况 方面 的 对 
称 性 RA CHA 在 同一 铅 垂 线 上 ,因而 由 图 可 得 


AAA (3) 
Cos G 
BERARO) ,得 
O P 
An  2EAcos a (4) 


表 将 已 知 数据 代 人 式 (4) ,得 
A (100 x 10° N}(2 m) 


2(210 x 10° Pa) F2 x 10° m}? |eo30" 


— 0.001 293 m = 1.293 mm( y ) 
从 上 述 计算 可 见 ,由 于 杆 件 的 变形 面 引起 点 的 位 移 。 点 的 位 移 是 指点 位 置 
的 移动 ,其 值 根据 杆 件 的 变形 ,并 由 变形 的 几何 相 容 条 件 求 得 。 因 此 ,变形 与 位 
移 既 有 联系 又 有 区 别 。 变 形 是 标量 ,而 位 移 则 是 矢量 。 


$2-5 拉 ( 压 ) 杆 内 的 应 变 能 


弹性 体 在 受 力 后 要 发 生变 形 ,同时 弹性 体内 将 积 著 能 量 。 例 如 钟表 的 发 条 
(弹性 体 ) 被 拧紧 (发 生变 形 ) 以 后 ,在 它 放松 的 过 程 中 将 带动 齿轮 系 ,使 指针 转 
动 ,这 样 ,发 条 就 作 了 功 。 这 说 明 拧 紧 了 的 发 条 具有 作 功 的 本 领 ,这 是 因为 发 条 
EMT BRA TREBLE. 为 了 计算 这 种 能 量 , 现 以 受 重 力作 用 且 仅 发 生 弹 性 
变形 的 拉 李 为 例 , 利 用 能 量 守恒 原理 来 找 出 外 力 所 作 的 功 与 弹性 体内 所 积 车 的 
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re er 


BER TERR EM KAR. WC 2-1 Ale, EP oe) E ee 
加 重量 .每 如 一 总 重量 , 杆 将 相应 地 有 一 点 但 长 ,已 在 盘 上 的 重 物 
EHR AE ta, PA m E DB a A oe N 
的 , 故 在 加 载 过 程 中 ,可 兴 为 杆 没有 动能 改变 . 按 能 量 守 恒 原 理 ， 
略 去 其 他 微小 的 能 量 损耗 不 计 , 重 物 失去 的 位 能 将 全 部 转变 为 积 
STAN BER. 因为 杆 的 变形 是 弹性 变形 , 故 在 卸 除 荷载 以 
后 ,这 种 能 量 义 随 变 形 的 消失 而 全 部 转换 为 其 他 形式 的 能 量 。 这 
种 伴随 着 弹性 变形 的 增 减 而 改变 的 能 量 称 为 应 变 能 。 在 所 讨论 
的 情况 下 ,应 变 能 就 等 于 重 物 所 失去 的 位 能 。 

因为 重 物 失 去 的 位 能 在 数值 上 等 于 它 下 沉 时 所 作 的 功 ,所 以 
杆 内 的 应 变 能 在 数值 上 就 等 于 重 物 在 下 沉 时 所 作 的 功 。 推 广 到 
一 般 弹 性 体 受 静 荷载 (不 一 定 是 重 旋 } 作 用 的 情况 ,可 以 认为 在 弹 
性 体 的 变形 过 程 中 , 积 蔷 在 弹性 体内 的 应 变 能 V 在 数值 上 等 于 
外 力 所 作 的 功 W , BD 


一 一 -一 一 一 -一 一 一- 一 一 一 -一 一 一 -一 


V.=W (2-8) 
上 式 称 为 弹性 体 的 功能 原理 。 应变 能 V, 的 单位 为 J。 


F 


Se E E E E ee ee ee ee Te 


re ee ee me ee ee ee ee ee es pa. 


Al 


o A 
AL 
(a) {b} 


Al 


E 2-12 


为 推导 拉杆 (图 2- 12a) 应 变 能 的 计算 式 , 先 求 外 力 所 作 的 功 WwW, ERAR 
FREAD DP , 杆 伸 长 了 Ad ,这 就 是 拉力 王 的 作用 点 的 位 称 。 力 下 对 此 位 移 所 作 
的 功 可 以 从 下 与 Al 的 关系 图 线 下 的 面积 来 计算 。 由 于 在 弹性 变形 范 闭 内 下 
与 Al 成 线性 关系 ,如 图 2-12b RK, FR TRA F 力 所 作 的 功 研 为 

W= FA! 
MA2 — 8) By A, RE EIT A K HEH 


a LJ=tN-m, 
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V= FFA (a) 
MAS Fy =F dole LAMBA 
V, =- Fâl (b) 
利用 式 (2- 5a) 和 (2- Sb) PRR, AMA a). Cb) Aa GS 
_ Fl M 
V.S SFA (2 Ja} 
和 
Fei E 
V, SFA (2-9b) 
或 
y -EA gp (2— 9c) 


由 于 在 拉杆 的 各 横 截 面 上 所 有 点 处 的 应 力 均 相同 , 故 杆 的 单位 体积 内 所 积 
董 的 应变 能 .可 由 杆 的 应 变 能 V, 除 以 杆 的 体积 V 来 计算 。 这 种 单位 体积 内 的 
应 变 能 , 称 为 应 变 能 密度 ,并 用 v 表示 ,于 是 


„y 1 
"TV A 2” to) 

PRA- 6), MB 
v -号 (2-10a) 


或 
(2- 10b) 


应 变 能 刻度 的 单位 为 Jr 。 

以 上 计算 拉杆 内 应 变 能 的 各 公式 也 适用 于 压 杆 。 而 式 (2 一 10a) 及 (2 - 10b) 
则 普遍 通用 于 所 有 的 单 轴 应 力 状态 。 当 然 ,这 些 公式 都 只 有 在 应 力 不 超 过 材料 
的 比例 极限 这 一 前 提 下 才能 应 用 ,也 就 是 说 ,只 适用 于 线 弹 性 范围 以 内 。 

利用 应 变 能 的 概念 可 以 解决 与 结构 或 构件 的 弹性 变形 有 关 的 问题 。 这 种 方 
法 称 为 能 量 法 。 本 节 将 用 能 量 法 求解 一 些 较 简 单 的 拉 ( 压 )? 杆 前 位 移 , 对 于 较为 
一 般 的 情形 ,将 在 & 材 料 力学 (ID)3? 的 第 三 章 中 讨论 。 

例题 2-6 试 计算 例题 2- 5 中 结构 的 应 变 能 ,并 求 结 点 A 的 位 移 4，。 

解 : 在 例题 2 一 $5 中 已 知 组 战 该 结构 的 岗 杆 材料 相同 ,长 度 和 横 截 面 面 积 相 
等 , 受 力也 相等 。 因 此 ,两 杆 的 应 变 能 必 相 等 。 根 据 式 (2 - %) 求 得 结构 的 应 恋 
能 为 
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Fat PY/ 

EA (eos a EA 
00x10 NGm) OOS o 
(Qeos MY (210 x 10° Pa| 3025 x 10° mY 


ha 


= 64,67 N-m 
ASG A BR A, SARP 的 方向 相同 ,由 弹性 体 的 功能 原理 ,荷载 P 
所 作 的 功 往 数值 上 应 等 十 该 结 攀 之 应 变 能 ,好 
| 


a PA, 一 V, 
于 基 , 可 得 结 点 A 的 位 穆 为 
_2V, 2x64.67 Nmn _ 
As = P = 100 * 10° N = 1.293 x 10°" m 


= {.293 mm( $) 
所 得 位 称 A 为 正 值 ,表示 位 称 A, 的 方向 与 力 P 的 指向 相同 Sse Pe. 
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任 前 面 讨论 的 拉 ( 压 ) 杆 的 应 力 ,变形 计算 中 , 曾 涉 及 材料 在 轴 疝 拉 伸 (压缩 ) 
时 的 力学 性 能 ,例如 发 生 弹 性 变形 的 应 力 某 一 极限 值 .弹性 模 量 等 。 在 后 面 的 拉 
( 压 ) 杆 的 强度 计算 中 ,还 将 涉及 另外 一 些 力 学 性 能 。 和 材料 的 力学 性 能 都 要 通过 
试验 来 测定 ,本 节 主 要 介绍 丁 程 中 常用 材料 在 拉 伸 和 压缩 时 的 力学 性 能 。 


I， 材 料 的 拉 钊 和 压缩 试验 


在 进行 拉 伸 试验 时 ,应 将 材料 做 成 标准 的 试 样 ,使 其 几何 形状 和 爱 力 条 件 都 
能 符合 轴 向 拉 伸 的 要 求 。 试 验 以 前 , 先 在 试 样 的 中 间 等 直 部 分 上 划 两 条 米线 (图 
2 一 13)。 当 试 样 受 力 时 PARSON BATHE RR LO YA ,这 一 
段 为 杆 的 工作 眉 。 在 试验 时 就 量 测 工作 上段 的 变形 。 为 了 能 比较 不 同 粗 细 的 试 梯 
在 拉 断 后 工作 颖 的 变形 程度 ,通常 对 圆 截面 标准 试 样 的 工作 段 长 度 ( 称 为 标 距 )/ 
SRR BE 4 的 比例 加 以 规定 。 算 形 截面 标准 试 样 , 则 规定 其 工作 段 长 度 
! 与 横 截面 面积 4 的 比例 。 常 用 的 标准 比例 有 两 种 , 即 

i=10d 和 f=5d (对 向 截面 试 样 ) 
或 
i=1l1,3vA 和 (=5.65/A (BRM) 
压缩 试 样 通常 用 圆 截面 或 正方 形 截面 的 短 柱 体 ( 图 2 - 14a,B) ,其 长 度 与 


a a -一 ' 


$2-6 材料 在 拉 伸 种 压缩 时 的 力学 性 能 25 


模 截面 直径 4 或 边 长 5 的 比值 一 般 规 定 为 1 到 3, 这 样 才 能 导 免 试 样 在 试验 过 
ALP RES 


TERKA! (a) (b) 
图 2-13 fe} 2-14 


a PL Bet iE AO a BE BE R EA EE, PA hi a FB 9 BB oy i 
将 波及 整个 试 样 。 此 外 , 试 样 受 压 后 ,其 横向 尺寸 将 增 大 ,而 试 样 的 两 端面 与 试验 
机 承 压 平 人 台 间 的 摩 阻 力 则 阻止 其 扩大 这 些 因 素 将 使 压缩 试 样 中 的 应 力 情况 变 得 
较为 复杂 ,从 而 使 法 验 所 测定 的 在 压缩 时 材料 的 力学 性 能 带 有 一 定 的 条 件 性 。 

拉 分 或 压缩 试验 时 主要 使 用 两 类 设备 。--- 类 是 用 来 使 试 样 发 生变 形 { 伸 长 
或 缩短 ) 和 测定 试 样 的 抗力 (也 就 是 8$2-2 中 所 说 的 内 力 ) 的 万 能 试验 机 ; 另 一 
类 是 用 来 量 测 试 样 变形 的 蛮 形 仪 ,将 微小 的 变形 放 太 ,能 在 所 需 的 精度 范围 内 最 
测试 样 的 变形 。 关 于 试验 设备 的 上 基体 构造 和 原理 ,可 参看 有 关 书 籍 了 。 

通常 在 实验 室内 所 做 的 材料 拉 伸 或 压缩 试验 ,是 在 室温 {或 称 为 常温 ) 条 件 
下 控 一 般 的 变形 速度 进行 的 仿 。 在 上 述 条 件 下 所 得 的 材料 的 力学 性 能 , 即 称 为 
常温 . 静 荷 载 下 材料 在 拉 伸 或 压缩 时 的 力学 性 能 ， 


U. 低 碳 钢 试 样 的 拉 伸 图 及 其 力学 性 能 


低 碳 钢 是 工程 上 最 广泛 使 用 的 材料 ,同时 , 低 磋 钢 试 样 在 拉 伸 试验 中 所 表现 
出 的 变形 与 抗力 间 的 关系 也 比较 典型 。 

一 般 万 能 试验 机 可 以 自动 绘 出 试 样 在 试验 过 程 中 工作 段 的 伸 长 与 抗力 间 定 
量 的 关系 曲线 。 曲 线 以 横 坐 标 代表 试 样 工作 跨 的 伸 长 量 A TWA DRE 
能 试验 机 上 的 荷载 { 即 试 样 的 抗力 )F, 称 为 试 样 的 拉 伸 图 。 

图 2 — 15a 所 示 为 低 碳 钢 试 样 的 拉 伸 图 。 由 图 可 见 , 低 刺 钢 在 整个 拉 伸 试验 
过 程 中 ,其 工作 上段 的 健 长 量 与 荷载 间 的 关系 大 致 可 分 为 以 下 四 个 阶段 。 

阶段 1 试 样 的 变形 完全 是 弹性 的 ,全 部 印 除 荷载 后 , 试 样 将 恢复 其 原 长 ， 
这 一 阶段 称 为 弹性 阶段 。 低 碳 钢 试 样 在 此 阶段 内 ,其 伸 长 量 与 荷载 之 间 成 正比 


J 例如 . 贸 有 权 主 编 ,材料 力学 实验 ,第 二 版 ,高 等 教育 出 版 社 ,1984 年 。 
TO 关于 对 试 样 的 肌体 要 求 和 测试 条 件 ,可 合同 国家 标准 ,例如 ,GB 228-—-1987¢ = Bh Hew eS, 
GOB 1586-—-1979¢ 2 MB ee ES, 
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关系 , 即 式 (2- 5a) 所 表达 的 关系 式 


4 2 一 15 


精确 的 蝇 测 虽 指出 伸 长 量 与 荷载 间 的 关系 和 正比 关系 略 有 仿 离 ,但 从 工程 
实用 的 精确 度 要 求 来 看 ,此 种 微小 的 偏离 是 可 以 忽略 不 计 的 。 

阶段 I 试 样 的 伸 长 量 急剧 地 增加 ,而 万 能 试验 机 上 的 荷载 读数 却 在 很 小 
的 范 屿 内 波动 。 如 果 格 去 这 种 荷载 读数 的 微小 波动 不 计 , 则 这 一 阶段 在 拉 伟 图 
上 可 用 一 水 平 线段 来 表示 , 即 试 样 的 荷载 基本 不 变 而 试 样 却 不 断 伸 长 。 这 一 现 
象 称 为 屈服 ,这 一 阶 段 则 称 为 届 服 阶段 。 届 服 阶段 出 现 的 变形 ,是 不 可 恢复 的 逆 
性 变形 。 若 试 样 经 过 抛光 , 则 在 试 样 表面 将 可 看 到 大 约 与 轴线 成 45* 方 向 的 条 
纹 ( 男 2-15b), 是 由 材料 洛 试 样 的 最 大 切 应 力 面 发 生 滑 移 而 出 现 的 , 称 为 清 移 
线 。 

阶段 HI 试 样 经 过 届 服 阶段 后 ,车 要 使 其 继续 介 长 .由 于 材料 在 组 性 变形 
过 程 中 不 断 发 生 强 化 ,因而 试 样 中 的 抗力 不 断 增 长 。 这 一 阶段 称 为 强化 阶段 。 
在 强化 阶段 中 试 样 的 变形 主要 是 塑性 变形 ,所 以 要 比 在 弹性 阶段 内 试 样 的 变形 
大 得 多 。 在 此 阶段 中 可 以 较 明显 地 看 到 整个 试 样 的 横向 尺寸 在 缩小 。 

阶段 IV 试 样 伸 长 到 一 定 程度 后 ,荷载 读数 反而 逐渐 降低 。 此 时 可 以 看 到 
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汇 样 某 一 段 内 的 横 截 面 面 积 显 著 地 收缩 ,出 现 如 图 >- 15c ARA AR., 
在 试 样 继续 伸 长 (主要 是 “ 继 颈 "部 分 的 伸 长 ) 的 过 程 中 ,由 于 “ 缩 颈 "部 分 的 横 截 
面 面 积 急 剧 缩小 ,因此 ,和 集 载 读数 ( 即 试 样 的 抗力 ) 反 调 降 低 ,一 直到 试 样 被 拉 断 。 
ik — Bt BR AR A B GB SE AS Bt Ee 

ATE oR 4e Br Be LE a RR SF ea E BR T R aT A R, FER t E fy mR 
与 试 样 的 伸 长 量 之 间 遵 循 育 线 关系 ,该 直线 & 与 弹性 阶段 内 的 直线 Oa (E 2 - 
16) 近 平平 行凶 载 时 佑 载 楚 利 长 量 之 问 遵 得 直线 关系 的 规律 称 为 材料 的 卸载 
规律 . 由 此 可 和 见 , 在 强化 阶段 中 , 试 样 的 变形 包括 阐 性 变形 A, 和 塑性 变形 Al, 
两 部 分 (图 2 一 16) ,在 印 载 过 程 中 ,弹性 变形 逐渐 消失 ,只 留 干 邮 性 变形 。 


FA 2 - 16 


如 果 印 载 后 立即 再 加 荷载 , 则 和 荷载 与 伟 长 量 间 基本 上 仍 遵循 着 卸载 时 的 同 
一 直线 关系 .一 直到 开始 抒 载 时 的 荷载 为 止 。 再 往 后 则 大 体 上 遵循 着 原来 拉 伸 
图 的 曲线 关系 。 
兰 对 试 样 蔬 先 施 加 轴 向 拉力 ,使 之 达到 强化 阶 
段 ,然后 卸载 ( 僻 如 在 图 2- 16 中 的 上 点 处 卸载 )， 
则 当 再 加 荷载 时 , 试 样 在 线 弹 性 范围 内 所 能 承受 的 
最 大 荷载 将 增 大 ,而 试 样 所 能 经 受 的 塑性 变形 降低 
(图 2- 17)。 这 一 现象 称 为 材料 的 冷 作 硬化 在 
THEE AHS fE RE oR HE E A Aa A A e a EA 
件 在 线 弹 性 范围 内 所 能 承受 的 最 大 荷载 。 值 得 注 
意 的 是 , 若 试 样 拉 伸 至 强化 阶段 后 卸载 ,又 过 一 段 
时 和 间 后 再 受 拉 , 则 其 线 弹 性 范围 的 最 大 荷载 还 有 所 o 
提高 ,如 图 2- 16 中 虚线 oh Ara, APM SEH 
冷 作 时 效 。 冷 作 时 效 不 仅 与 卸载 后 至 加 载 的 时 间 图 2-17 


Af 
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间 隐 有 关 , 而 且 与 试 样 所 处 的 温度 有 关 。 较 详细 的 讨论 可 参阅 有 关 书 籍 工 。 

低 碳 钢 试 样 的 拉 伸 图 只 能 代表 试 样 的 力学 性 能 ,因为 该 图 的 横 坐 标 和 纵 举 
BASRA AIL RTA. A idh E AY AS Be BN fe RF 除 以 试 样 横 截面 
的 原 面积 有 A HE AL ie Ao din BU BAY BRULEE RK 2 ,所 得 曲线 即 与 试 
样 的 尺 丁 无关 ,而 可 以 代表 材料 的 力学 性 能 , 称 为 应 力 - 应 变 曲 线 或 v — e 曲线 。 

(REAR s-e 曲线 如 图 2- 48 所 未 ,其 纵 坐 标 


-a r- 


二 | 


fay 


实 原 上 是 名 头 应 力 ( 称 为 工程 应 力 ), 因 为 超过 屈服 阶段 以 后 , 试 样 横 截面 面积 显 
ASU) HAR PR SAW AER RRA RA LMA. HR 
横 坐 标 


实质 上 也 是 名 文 应 变 { 称 为 工程 应 变 , 并 通常 用 自分 数 表示 ), 因 为 超过 届 服 阶段 
之 后 , 试 样 的 长 度 显 著 增 加 ,用 原 长 | 求 得 的 应 变 也 不 能 表示 试 样 的 真实 应 变 。 
现在 来 研究 c-e HAC 2- 18) 5 BER PIL PAPE S RA HO & N, 
在 弹性 阶段 内 ,A 点 是 应 力 与 应 变 成 正比 即 符合 胡 克 定律 的 最 高 限 ,与 之 
对 应 的 应 力 称 为 材料 的 比例 极限 ,以 a, Ro RER RAR RA B RARE 
不 发 生 塑 性 变形 的 极限 ,而 与 之 对 应 的 应 力 称 为 材料 的 弹性 极限 ,并 以 s, 表示。 
由 于 这 两 个 极限 应 力 在 数值 上 相差 不 大 ,在 实测 中 很 难 区 分 ,因此 在 工程 实 
用 中 通常 并 不 区 分 材料 的 这 两 个 极限 应 力 ,而 统称 为 弹性 极限 。 


— rnr 


DO Mi RERE RAS A 泉 工 学 院 编 * 招 前 混凝土 结构 》， 中 国 建筑 工业 出 版 社 ,1985 年 。 
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在 届 服 阶段 内 ,应 力 o 有 幅度 不 大 的 波动 ,其 最 高 点 CHAAR, 
而 最 低 点 D 的 应 力 为 届 服 低 限 。 试 验 指出 ,加载 速 度 等 很 多 因素 对 届 服 高 限 的 
数值 有 影响 ,而 屈服 低 限 值 则 较为 稳定 。 因 此 .中 常 将 届 服 低 限 称 为 材料 的 届 服 
点 应 力 或 届 服 极限 ,并 以 =. ERU, 

在 强化 阶段 里 ,CG 点 是 该 阶段 的 最 高 点 , 即 试 样 中 的 名 疼 应 力 的 最 大 值 ,GG 
感 鲍 种 久 应 力 称 为 材料 的 强度 极限 或 拉 伸 强度 ,以 go, Feo 

对 低 碳 钢 来 进 , 极 限 应 力 o Me, ER UMA APR ER. 

zz-s 曲 线 ( 图 2-18) 横 堂 标 上 的 3 代表 试 样 拉 断 后 的 塑性 变形 程度 ,其 值 
等 于 试 样 的 工作 眉 在 拉 断 后 的 长 度 1 GRR SER RRA ORE 
m RAKE, E 
s- Lo 
此 值 的 大小 表示 材料 在 拉 断 前 能 发 生 的 最 大 的 塑性 变形 程度 ,是 衡量 材料 逆 性 
的 一 个 重要 指标 。 

试 样 近 断后 的 长 度 六 ABE de TE SL EE E , th A “aE” BP 
分 的 局 部 伸 长 。 由 于 前 者 与 十 作 段 的 原 长 有 关 , 而 后 者 则 仅 与 工作 段 的 模 截面 
RYWAX, Alb WR OHADRARE LER HK SRR R Ot EtA 
有 关 。 考 虑 到 这 一 因素 ,对 标准 拉 伸 试 样 ,里 规定 其 工作 段 长 度 与 横 截 面 尺 寸 的 
比值 。 通 常 不 加 说 明 的 8 是 7 =10 4 标准 试 样 的 伸 长 率 ， 

衡量 材料 塑性 的 另 一 个 指标 为 断 商 收缩 率 y ,其 定义 为 


gai ao x 100% 


式 中 ,4, IREE TE DEB ea BT be a TL 
对 于 Q235 钢 ,衡量 其 强度 和 塑性 指标 的 平均 约 值 为 
5, = 240 MPa, da = 3900 MPa 
8=20%~30%,  y=60% EE 
RH o My BUE E A E ,通常 称 为 塑性 材料 。 


TEL. 其 他 金属 材料 在 拉 伸 时 的 力学 性 能 


x 100% 


与 低 碳 钢 在 o- e 曲线 上 相似 的 材料 ,还 有 16 锰 钢 以 及 另外 一 些 高 强度 低 
合金 钢 。 它 们 与 低 碳 钢 相 比 , 届 服 极限 和 强度 极限 都 显著 地 提高 了 ,而 届 服 阶段 
则 稍 短 日 伸 长 率 略 低 。 

对 于 其 他 金属 材料 ,a -es 曲线 并 不 部 像 低 碳 钢 那样 具备 四 个 阶段 。 图 


T 在 国家 标准 GB 228 一 1987 PAE, EOR it eB ot 晤 时 的 最 小 荷载 来 计算 邮 版 极限 。 
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2 一 19 中 给 出 了 另外 几 种 典型 的 金属 材料 在 拉 介 时 的 ce 曲线 。 将 这 些 昌 线 
与 图 2-18 相 比较 ,可 以 看 出 :有 些 材料 例如 铝 合 金 和 退火 球墨 狼 铁 没有 屈服 阶 
段 ,而 其 他 壮 个 阶段 郑 很 明显 ;另外 一 些 材料 例如 镭 钢 则 仅 有 弹性 阶段 和 强化 阶 
段 ,而 没有 二 和服 阶段 和 局 部 变形 阶段 这 些 材 料 的 共同 特点 是 伸 长 率 $ 均 较 


大 ,它们 和 低 厂 钢 一 样 都 属于 由 性 材料 。 
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图 2- 19 


图 2-20 


对 于 没有 届 服 阶段 的 劾 性 材料 ,通常 将 对 应 于 塑性 应 变 e,=0.2% 时 的 应 


力 定 为 规定 非 比例 伸 长 应 力 或 届 服 强度 ,并 以 
om :表示 。 这 是 一 个 人 为 规定 的 极限 应 力 , 作 为 
衡量 材料 强度 的 指标 。 确 定 so,, ;数值 的 方法 如 
E 2-20 所 示 。 图 中 的 直线 CD 与 弹性 阶段 内 
的 直线 部 分 相 平 行 。 

为 外 一 类 典型 材料 的 共同 特点 是 伸 长 率 8 
均 很 小 。 这 类 材料 称 为 脆性 材料 。 通 常 以 伸 长 
率 5<2% 一 5% 作 为 定义 脆性 材料 的 界限 。 图 2 
-21 所 示 的 就 是 脐 性 材料 忒 口 铸铁 在 拉 伸 时 的 
a~e HR, KOHEN so -曲线 从 很 低 的 应 
力 开 始 就 不 是 直线 ,但 由 于 直到 拉 断 时 试 样 的 变 
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图 > 一 21 


形 者 非常 小 , 旦 没有 屈服 阶段 .强化 阶段 和 局 部 变形 阶段 ,因此 ,在 工程 计算 中 ， 
通常 取 总 应 次 为 0.1% 时 o 一 曲线 的 割 线 ( 图 2 - 21 中 的 虚线 ) 斜率 来 确定 其 


弹性 模 量 , 称 为 害 线 弹性 模 量 。 


衡量 胸 性 材料 拉 伸 强度 的 唯一 指标 是 材料 的 拉 伸 强度 a,。 这 个 应 力 可 看 
成 是 试 样 被 拉 断 时 的 真实 应 力 , 因 为 脆性 材料 的 试 样 被 拉 断 时 ,其 横 裁 面 面 积 的 
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缩减 极其 微小 。 
例题 2-7 了 一 根 材料 为 Q235 钢 的 拉 伸 试 样 ,其 直径 9 = 10mm, TERR 
度 /=100 mm, 当 试 验 机 上 荷载 六 数 达到 F= 10 kN 时 , 量 得 工作 段 的 伸 长 为 
A 0.0607 mm, 直 径 的 缩小 为 Ad --0.001 7 mm。 试 求 此 时 试 样 横 截 面 上 的 
正 应 力 a ,并 求 出 材料 的 弹性 模 量 E 和 泊 松 比 y 已 知 Q235 钢 的 比例 极限 为 o, 


= 200 MPa, 
解 : 下 = 10 kN 时 , 试 样 横 截 面 上 的 正 应 力 为 
.FF F _ 10x 10°N 
g -- A” = 


ze ql x 10° mY 


= 127.3 x 10° Pa = 127.3 MPa 
RER FEH E Pd AB AAO -ORO -— Fad SSR E ML. AIE, 
先 分 别 求 出 试 样 的 纵向 线 应 变 e AR E e 1B 


at _ 0. 0607 107° m 


01m =6.07 x10 


E = — 


和 

= ™=-1.7x107" (KH Ad 为 缩小 量 , 故 取 负 值 ) 

将 已 算得 的 o 和 相应 的 e 代入 式 (2 -6), 得 

F-90127.3x10 Pa 
E 6.07x10” 

将 已 算得 的 s Me 代入 式 (2 一 7a), 得 

_(-1.7x10 `) 
6.07X10 * 


e = 
=2I0x 10° Pa=210 GPa 


E _ 
p — T m Z 
E 


=0.28 


IV,， 人 金属 材料 在 讨 缩 时 的 力学 性 能 


首 抑 介绍 工程 上 常用 的 低 碳 钢 在 压缩 时 的 力学 性 能 。 将 得 贺 柱 体 压 缩 试 样 
置 于 廊 能 试验 机 的 承 压 平台 间 ,并 使 之 发 生 压 缩 变形 。 与 拉 伸 试验 相同 , 绘 出 试 
样 在 试验 过 程 中 的 缩短 量 A! 与 抗力 下 之 间 的 关系 曲线 。 这 一 曲线 称 为 试 样 的 
庄 缩 图 。 为 了 使 得 到 的 曲线 与 所 用 试 样 的 模 截面 闸 积 和 长 度 无 关 , 同 样 可 用 试 
样 的 名 义 应 力作 纵 坐 标 , 而 以 其 名 义 应 变 作 横 坐 标 , 将 压缩 图 改 商 成 vc e 曲 
线 , 如 图 2 一 22 中 的 实 线 所 东 。 为 了 便于 比较 材料 在 拉 伸 和 压缩 时 的 力学 性 能 ， 
在 图 中 以 虚线 给 出 了 低 碳 钢 在 拉 伸 时 的 o- s 曲线 。 

由 图 2 — 22 中 的 低 碳 钢 在 拉 伸 和 压缩 时 的 a e 曲线 可 以 看 出 ;在 屈服 阶 
眉 以 前 ,两 曲线 基本 上 是 重合 的 ,进入 强化 阶段 后 , 试 样 在 压缩 时 名 义 应 力 的 增 
长 率 随 着 e 的 增加 而 越 来 越 大 ,因为 到 了 强化 阶段, 试 样 的 横 截 面 面 积 逐 渐 增 


32 第 . EA Pe) fue HT 


大 , 府 计 算 和 名 义 应 力 时 仍 采 用 试 样 的 原 米 。 
面积 。 此 外 ,由 于 试 样 的 横 截面 面积 越 压 
越 大 ,使 得 低 碳 钢 试 样 的 庄 缩 强度 o, 无 法 
测定 。 

从 图 2 - 22 ATW, AETR A wt RE AE ta fh 
和 压缩 时 的 届 服 极限 基本 上 是 相同 的 ,其 
弹性 模 量 也 相同 。 而 由 于 压缩 时 试 样 的 压 
缩 强度 无 法 测定 .所 以 ,对 于 低 碳 钢 , 从 拉 
伟 试 验 的 结果 就 可 以 了 解 其 在 压缩 时 的 主 
可 力学 件 能 。 

类 似 情况 在 一 般 的 塑性 材料 中 也 存 


C 


图 2- 22 


在 。 但 有 些 材料 (例如 铬 钼 硅 合金 钢 ) 在 拉 伸 和 压缩 时 的 届 服 极限 并 不 相同 , 因 
此 ,对 这 些 材料 需要 做 球 缩 试验 ,以 确定 其 压缩 届 服 极限 。 
这 类 材料 的 试 样 在 压缩 后 的 变形 情况 如 图 2 - 23a 所 示 。 试 样 的 两 端面 由 


于 受到 摩擦 力 的 影响 ,因此 , 变 撒 后 嘻 鼓 状 ， 


与 钥 性 材料 不 同 ,脆性 材料 在 压缩 和 拉 伸 时 的 力学 性 能 有 较 大 的 区 别 。 便 


如 ,图 2~ 24 所 示 为 灰 口 铸铁 在 拉 伟 (虚线 ) 和 压 
缩 ( 实 线 ) 时 的 o- e WRO, JER ERR AG Psa = 5 
:1。 比 较 这 两 条 曲线 可 以 看 出 :(1) 铸铁 在 压缩 
时 无 论 是 强度 极限 还 是 伸 长 率 都 比 在 拉 利 时 要 
大 得 多 ,因而 这 种 材料 宜 用 作 受 压 构件 ;(2) 钴 
忽 无 论 在 拉 伸 或 压缩 时 ,其 o- 曲线 中 的 直线 
部 分 都 很 短 , 因 此 ,只 能 认为 是 近似 地 符合 胡 克 
定律 的 。 

铸铁 试 样 受 压 破坏 的 情况 如 图 2 - 23b 所 


中 ”本 图 曲线 引 自 : 老 亮 . 宋 先 郝 , 灰 锋 铁 应 力 一 应 对 图 中 一 


AA} ,1981 年 ,第 3 期 。 
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me WRREAE AS A Te Sy Re A 50° Ss HA BA PAR AE Fe TT EH 。 
值得 注意 的 是 ,根据 材料 在 常温 、. 静 荷载 下 拉 伸 试验 所 得 的 伸 长 率 大 小 ,将 
材料 区 分 为 塑性 材料 和 脆性 材料 .这 两 类 材料 在 力学 性 能 上 的 主要 差异 是 : 塑 
性 材料 在 断裂 前 的 变形 较 大 ,塑性 指标 ( 伸 长 率 和 和 断面 收缩 率 ) 较 高 ,抵抗 拉 断 的 
能 力 较 好 ,其 常用 的 强度 指标 是 届 服 极限 ,而 旦 ,一 般 地 说 ,在 拉 介 和 压缩 时 的 局 
服 极限 伪 相 珂 :脆性 材料 在 断裂 前 的 变形 较 小 , 塑 忻 指 标 较 低 ,其 强度 指标 是 强 
度 极限 ,而 且 其 拉 伸 强度 o, 近 低 于 压缩 强度 o,o 但 是 ,材料 是 塑性 的 还 是 脆性 
的 .将 随 材 料 所 处 的 温度 .应 变 率 和 应 力 状态 等 条 件 的 变化 面 不 同 。 例 如 ,具有 
尖锐 切 模 的 低 碳 钢 试 样 .在 轴 疝 拉 伸 时 将 在 切 槽 处 发 生 突然 的 胸 性 断裂 ; 而 在 很 
大 的 外 压 作 用 下 ,铸铁 试 样 在 输 问 按 伸 时 也 将 发 秆 大 的 塑性 变形 和 缩 颈 现象 。 


v. 几 种 非 金 属 材料 的 力学 性 能 


—. BR 

混凝土 是 由 水 泥 ,石子 种 砂 加 水 搅拌 均匀 经 水 化 必用 后 而 成 的 人 造 材 料 。 
由 于 石子 粒 径 较 构 件 尺 寸 要 小 得 多 , 故 可 近似 地 看 作 匀 质 .各 向 同性 材料 。 

记 凝 土 和 天 然 石料 都 是 脆性 材料 ,一 般 部 用 作 压 缩 构件 。 混 凝 土 的 压缩 强 
度 是 以 标准 的 立方 体 试 亿 ,在 标准 养护 条 件 下 经 过 28 天 养护 后 进行 测定 的 。 混 
府 土 的 标号 就 是 根据 其 压缩 强度 标定 的 ， 

混凝土 压缩 时 的 oe 曲线 如 图 2-2s5a 所 示 。 在 加载 初期 有 很 短 的 一 直线 
段 , 以 后 明显 弯曲 ,在 变形 不 大 的 情况 下 突然 断裂 ， 混凝土 的 弹性 模 量 规定 以 so 
=0. 4o, WRB REE. 混凝土 在 压 冲 试验 中 的 破坏 形式 ,与 两 端 压板 
各 试 块 的 接触 面 的 润滑 条 件 有 关 ，。， 当 润 清 不 好 ,两 端面 的 摩 阻 力 较 大 时 ,于 坏 后 
至 两 个 对 接 的 截 锥 体 (图 2- 25b); 当 润滑 较 好 . 摩 阻力 较 小 时 则 沿 级 向 开裂 (图 
2 一 23c)。 丙 种 破坏 形式 所 对 应 的 压缩 强度 也 有 差异 。 因 此 ,在 这 类 材料 的 压缩 
试验 中 还 规定 其 端 部 条 件 ,这 样 所 得 的 压 编 强度 才能 作为 衡量 材料 强度 的 一 种 
比较 性 指标 。 
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拉 伸 强度 。 

二 、 木材 

木材 的 力学 性 能 随 贞 力 方 同 与 森 绞 方向 问 怖 角 的 不 同 而 有 很 大 的 差异 , 凤 
木材 的 力学 性 能 其 有 方向 性 , 称 为 种 向 异性 材料 。 由 于 木材 的 组 织 结构 对 于 平 
行 于 本 纹 ( 称 为 顺 纹 ) 和 垂直 于 木 纹 ( 称 为 横 纹 ?的 方向 基本 上 具有 对 称 性 ,因而 
其 力学 性 能 也 具有 对 称 性 。 这 种 力学 性 能 具有 一 个 相互 垂直 的 对 称 轴 的 材料 ， 
称 为 正 交 各 向 异性 材料 (图 2-26)。 


图 >- 26 


松木 在 顺 纹 拉 伸 .压缩 和 横 纹 压 缩 时 ,其 -se 曲线 的 大 致 形状 如 图 2- 27 
所 未。 水 材 的 硕 纹 拉 伸 强度 很 高 ,但 因 受 森 节 
等 缺陷 的 影响 ,其 强度 极限 值 波动 很 大 。 本 材 的 
模 纹 拉 伸 强度 很 低 ,工程 中 应 避免 横 纹 受 拉 ,。 椒 
材 的 顺 绞 压 缩 强 度 虽 稍 低 于 顺 纹 拉 伸 强度 ,但 受 
木 节 等 缺陷 的 影响 较 小 ,因此 ,在 工程 中 广泛 用 
作 柱 . 斜 撑 等 水 压 构件 。 木 材 在 横 纹 压缩 时 ,其 
初始 阶段 的 应 力 - 应 变 关系 基本 上 成 线性 关系 ， 
当 应 力 超过 比例 极 眼 后 ,曲线 趋 于 水 平 , 并 产生 
很 大 的 塑性 变形 ,工程 中 通常 以 其 比例 极限 作为 图 2-27 
强度 指标 。 

出 于 木材 的 力学 性 能 具有 方向 性 ,因而 在 设计 计算 中 ,其 弹性 模 量 下 和 许 
用 应 力 [a] ,都 应 随 应 力 方 向 与 木 纹 方 向 间 倾 角 的 不 同 而 采用 不 同 的 数值 ,详情 
可 参阅 { 木 结构 设计 规范 》。 

=. Rin 

DETR i E E AT E ERA AG) PB a A HE BE A OT R 
一 种 复合 材料 。 玻 璃 钢 的 主要 优点 是 重量 轻 , 比 强度 { 拉 伸 强度 /密度 ) 高 ,成 弄 
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工艺 简单 , 且 耐 腐蚀 , 抗 振 性 能 好 。 因 此 , 破 璃 钢 作 为 结构 材料 在 下 程 中 得 到 广 
泾 应 用 。 我 国有 自行 设计 制造 的 冯 层 列车 车 三, 就 已 经 采用 了 玻璃 钢材 料 ， 
玻璃 钢 的 力学 性 能 与 所 用 的 玻璃 纤维 (或 玻璃 布 ) 和 树脂 的 性 能 ,以 及 两 者 

的 相对 几 景 和 相互 结合 的 方式 有 关 。 玻 璃 纤维 (或 玻璃 布 ) 可 以 是 同一 方向 排列 
的 (图 2 一 28a) ,也 可 以 将 每 层 按 不 同方 向 登 合 粘 结 在 一 起 (图 2 -28b), AEB 
单 问 排 列 的 玻璃 钢 沿 纤维 方向 拉 伟 时 的 o- © 曲线 如 图 2 一 28c 所 示 , 直 至 断裂 
采 . 基 本 上 是 线 弹 性 的 。 由 于 纤维 的 方向 性 , 电 然 ,玻璃 钢 的 力学 性 能 是 各 向 异 
性 的 。 关 于 玻璃 锁 在 纤维 排列 方式 不 同和 应 力作 由 方向 不 同时 的 力学 计算 ,可 
傅 阅 有 关 复 合 材 料 力学 的 书籍 +， 
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图 2- 28 


近代 的 纤维 增强 复合 材料 所 用 的 增强 纤维 ,已 发 展 为 强度 更 高 的 碳纤维 , 册 
纤维 等 ,从 力学 计算 的 角度 来 看 ,基本 上 与 玻璃 钢 相 仿 。 

最 后 必须 指出 ,本 节 讨 论 的 几 种 在 土建 工程 中 常用 的 材料 的 力学 性 能 ,都 是 
在 常温 、 静 荷载 条 件 下 由 实验 测定 的 。 材 料 在 高 温 或 低温 下 的 力学 性 能 与 常温 
下 并 不 相同 ,不 仅 与 温度 值 有 关 , 而 且 与 薪 载 的 作用 时 间 有 关 。 而 荷载 的 作用 方 
式 ( 如 冲击 荷载 或 随时 间作 周期 性 变化 的 交 变 荷载 等 ) 对 材料 的 力学 性 能 也 将 产 
生 明 显 的 影响 。 有 关 这 方 而 的 详细 讨论 见 《 材 料 力 学 (TI)》 中 的 第 七 章 。 


$2-7 强度 条 件 ， 安全 因数 ， 许 用 应 力 


I. ja (  ) FFA ee Be & F 


由 式 {2 3) 求 得 拉 ( 压 ) 盾 的 最 大 工作 应 力 后 ,并 不 能 判断 杆 件 是 否 会 因 强 
度 不 足 而 发 生 破 坏 。 只 有 把 杆 件 的 最 大 工作 应 力 与 材料 的 强度 指标 联系 起 来 ， 
才 有 可 能 作出 判断 。 


一 -一 一 


DO M,R M. SEM ERA E) ATR ER EE E MH, 1981 年 。 
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9 4B PH IS OR PA ORR i oo, 和 a, 统称 为 极限 应 力 ,并 用 so， 
表 术 .为 确保 拉 ({ 球 } 杆 不 致 因 强 度 不 中 而 破坏 , 杆 件 的 最 大 工作 应 力 oj 应 小 
于 材料 的 要 限 应 万 = ,可 规定 为 极限 应 力 o, 的 若 下 分 之 一 ,并 称 为 材料 在 拉 伸 
Ce RRA RA Lila! Ra, ER 

[o]= = (2-11) 


式 中 ,” 是 一 个 大 于 I 的 因数 , 称 为 安全 因数 。 关 于 安全 因数 的 确定 ,将 在 下 面 
进一步 讨论 ， 于 尼 , 为 确保 拉 { 压 } 杆 不 致 因 强 度 不 足 而 破坏 的 强度 条 件 为 


Oman SO (2-12) 
对 十 等 截面 直 杆 I UEA IR A RARE ,可 改写 为 
itt <a] (2-13) 


根据 拉 ( 压 ) 村 的 强度 条 件 ,可 对 其 进行 强度 计算 。 通 常 强度 计算 有 以 下 三 
种 类 型 :(1) 强度 校 核 ;(2) 截面 选择 ;(3) 计算 许可 荷载 ， 
FE MITE Cs) FP RUT OR 杆 及 所 受 荷载 的 情况 下 ,检验 构件 能 否 满足 上 述 
强度 条 件 PR A R BEARER ș 
已 若 拉 ( 压 ) 杆 所 受 荷载 及 所 用 材料 , 按 强度 条 件 选择 杆 件 的 横 截 面 面 积 或 
尺寸 , 称 为 玲 耐 选择。 为 此 训 将 式 {2 一 43) 改写 为 
~ EN mas 
Ae 
当选 用 标准 截面 时 ,可 能 会 过 到 为 满足 强度 条 件 而 将 采用 过 大 截面 的 情况 。 为 
经 济 起 见 ,此 时 可 以 考虑 采用 小 一 号 的 截面 ,但 由 此 而 引起 的 最 大 工作 应 力 超过 
许 用 应 为 的 百分数 ,在 设计 规范 上 有 具体 规定 ,-- 般 限制 在 5% 以 内 。 
已 于 拉 ( 压 ) 杆 的 材料 和 尺寸 ,也 可 以 按 强度 条 件 来 确定 杆 所 能 容许 的 最 大 
BA ,并 从 而 计算 出 它 所 允许 承受 的 荷载 , 称 为 许可 荷载 计算 。 此 时 式 (2- 13) 
可 改写 为 


R2-2 常用 材料 的 许 用 应 力 约 信 
(运用 于 常温 PARLER THAHET) 


许 用 应 力 /MPs 


材料 名 称 牌 号 


TE 

REER 

BT Be eR 160 ~ 200 
REE 7 
混凝土 10.3 


EER OMET) 


S2-7 WERP : FEW: 许 用 应 力 37 


Fyns Ala. 
在 以 上 的 讨 算 中 ,都 时 用 到 材料 的 许 用 应 方 - TE RR Ree 
下 的 许 用 拉 ( 压 }) 应 力 的 约 值 在 表 2 一 2 中 给 出 : 
例题 2-~-8 “KEBRHWEZR TUB ae REKREA =9. 3m) i 
Pap iy RA KOR A BE REO go = 4.2 kNm, BROMBAR AE d = 16 
mim, FP A JLo] — 170 MPa。 试 校 核 拉杆 的 强度 。 


例题 2 一 8 图 


和 解 : (1) 作 计 算 简 图 :由 于 两 屋 而 板 之 间 和 拉杆 与 屋面 板 之 间 的 接头 难以 
是 止 微小 的 相对 转动 , 故 可 将 接头 看 作 铵 接 , 于 是 得 屋 架 的 计算 简 图 如 图 b 所 
FR o 
(2) RRA: AEREA DADE wa RSF =0, 得 
F, =0 
为 了 简便 ,可 利用 对 称 关系 得 


F, = Fn, = 5 gd = 5 (4.2 x 10° N/im)€9.3m) = 19.5 x 10° N 
: 19.5 kN 
(3) 求 拉 丁 的 负 力 PL ROR Poo) RC A oc) ,从 平衡 方程 


(4.65 m) 
SS 


SM.=0, (1.42 m) Fy + qg ~ {4.25 m Fa, = 0 


K q=4.2 kN/m Al F, 19.5 kN 求 得 
F、 =26.3 kN 
(4) 求 拉 村 横 载 面 上 的 工作 应 力 g: 由 拉 杜 直径 d= 16mm RH FY 8 
Fy 26.3 x 10° N 


= ARR 
‘ q (16 x 10° my 


= {341 x 10° Pa 131 MPa 
(5) 强度 校 核 :因为 
¢-131 MPa<[a| 
满足 强度 条 件 , 故 钢 拉杆 的 强度 是 安全 的 。 
例题 2-~9 图 2-1 所 示 钢 木 组 合 杭 架 的 尺寸 及 计算 简 图 如 图 a 所 示 , 已 
RAF = 16kN, 钢 的 许 用 应 力 Fe] =120 MPa, IRIE DI 的 直径 4。 


例题 2- 9 


解 : 首先 求 拉杆 DIMA FL. Wk, ARR m- m {图 a) 8X AR HH] 
SH) ACI 部 分 (图 b) ,并 研究 其 平衡 。 从 平衡 方程 
SM, =0， FyX6m-Fx3m=0 
得 
Fa 
为 了 满足 强度 条 件 .拉丁 DI 所 必需 的 横 截 面 面 积 为 
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Fy | 88100 N. 
[s] 120» 10° Pa 
= 0.667 x 10 ` nY 
fH WH F ie PF Pr oe Sad EL 4 N 
HA = N * (0.667 x 107° m`} 

- 0.92 x 10° m = 9.2mm 

E FHRA TH ERREA 10 mm, 故 选 用 

cf =10 mm 

例题 2~10 WH EHA A aj 中 , 杆 AC 由 两 根 80 mm Xx 80mm x7 mm 
等 边 角 钢 组 成 , 杆 AB 由 两 根 10 号 工 字 钢 组 成 ,材料 为 Q235 钢 , 许 用 应 力 [z] 
= 170 MPa。 试 求 许可 荷载 ' 下 j. 


td 


(a) {b) 
fj BE 2- 40 图 


解 : (1) RAF AC 和 杆 AB MRD FY MF SHR PMR, MERA 
为 赋 究 对 象 ,并 假设 FP. 为 拉力 , Fv: 为 压力 ,其 受 力 图 如 图 b 所 未 。 结 点 A 的 
平衡 方程 为 
天 =0，Fwsin30" -下 =0 
~ =0， 开 下 Neos30=0 
解 得 
Fa =2F, Fy,=1.732F (1) 
(2) 计算 各 杆 的 许可 轴 力 。 由 型 钢 表 查 得 杆 AC 的 横 截 面 面 积 4 = (108 6 
X00"m)x2=2172x10 m ,}f AB 的 机 截面 面积 A, = (1 430 x 107° wy?) 
x2=2860x10 m`, see Re 


一 
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并 将 A, A, 分 别 代入 紫 式 ,得 到 许可 轴 力 为 
[Fx] = (170x10° Pa)(2 172 x 10°° m’) = 369.24 10° N=369.24 kN 
[Fy] = (170x 10° Pa) (2 860 x 10° ° m?) = 486.20 x 10° N=486.20 KN 
(3) HLF. ] 和 [LF ] 分 别 代 大 式 (1), 便 得 到 按 各 杆 强度 要 求 所 算出 的 许 


可 位 载 为 


[Fw iL 369. UN = 184.6 kN 


Fre] 486.20 kN _ 
[F, ] = 335 = say = 280.7 kN 


所 以 该 结构 的 许可 荷载 应 取 [F]=184.6kN， 
事实 上 , 压 杆 的 许 用 应 力 在 考虑 到 压 杆 稳定 性 时 应 该 小 于 强度 的 许 用 应 力 。 


II. 许 用 应 力 和 安全 因数 


首先 嫂 究 极限 应 力 z, 的 选用 。 对 于 塑性 材料 制 成 的 拉 ( 压 ) 杆 , 当 它 发 生 显 
闭 的 塑性 变形 时 ,往往 影响 到 它 的 正常 工作 ,所 以 通常 取 届 服 极限 = 作为 
对 于 无 明显 央 服 阶段 的 塑性 材料 , 则 用 eu ;作为 z,。 至 于 脆性 材料 ,由 于 它 直 
到 破坏 为 止 都 不 会 产生 明显 的 塑性 变形 ,只 有 在 真正 断裂 时 才 丧 失 正 常 工作 能 
力 ,所 以 应 取 强 度 极 限 o, 作为 o,a 

选中 了 材料 在 拉 伸 ( 焉 缩 ) 时 的 极限 应 为 后 , 理 研 究 定 安全 因数 ， 的 选取 。 
以 不 同 的 强度 指标 作为 极限 应 力 , 所 用 的 安全 因数 » 也 就 不 同 。 塑 性 材料 的 安 
全 因数 是 对 应 于 届 服 极限 o, 或 a ;的 ,以 xn 表示 。 于 是 ,里 性 材料 的 许 用 拉 
( 压 ) 应 力 为 


g a 
Laj = 一 或 [o]; -= 
x, is 


BERR Be BY FAA CRE RRE oCo.) M my AR, E, 
性 材料 的 许 用 拉 ( 压 ) 应 力 为 
[a] = Z 


Hy 

由 此 可 见 , 对 许 用 应 力 数值 的 规定 实质 上 是 如 何 选择 适当 的 安全 因数 。 安 
全 因数 实质 上 包括 了 两 方面 的 考虑 :一 方面 是 在 强度 条 件 中 有 些 量 的 本 身 就 存 
在 着 主观 认识 与 客观 实际 间 的 差异 ; 另 一 方面 则 是 给 构件 以 必要 的 强度 储备 ， 

主观 认识 与 客观 实际 间 的 差异 主要 有 以 下 几 方面 :(1) 极限 应 力 的 差 蜡 。 
权 料 的 极限 应 力 值 是 根据 材料 试验 结果 按 统计 方法 得 到 的 ,材料 产品 的 合格 与 
百 也 只 能 途 抽 样 检 查 来 确定 ,所 以 ,实际 使 用 的 材料 的 极限 应 力 值 个 别 的 有 低 于 
给 定 值 的 可 能 。(2) MRA RHEE, 个 别 构件 在 经 过 加 工 后 ,其 实际 模 截 
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面 尺寸 有 可 能 比 规定 的 尺寸 小 。!(3) 荷载 值 的 差异 。 实 际 荷 载 有 可 能 超过 在 计 
算 中 所 采用 的 标准 荷载 ,例如 百年 难 届 的 风 ., 当 荷载 就 可 能 超过 在 计算 中 所 选用 
的 数值 。(4) 实际 结构 与 其 计算 简 图 间 的 差异 . 将 实际 结构 简化 为 计算 简 图 ， 
往往 会 因 和 忽略 了 一 些 次 要 因素 而 带 来 偏 于 不 安全 的 后 果 , 例 如 例题 2 一 8 Paw 
屋 架 的 饥 拉 杆 ,其 两 端 并 非 光 请 锐 接 ,拉力 作用 线 也 末 必 正好 与 杆 轴线 重合 ,但 
在 计算 简 图 中 ,这 些 次 要 因素 都 被 略 去 了 .这 些 差 异 都 造成 了 偏 于 不 安全 的 后 
果 ,因此 ,为 从 强度 上 确保 榴 件 能 正常 工作 ,就 在 强度 条 件 中 以 安全 因数 的 形式 
NLA th 

28 Toh BE fe oo . ALS e BPE Ee bE A R 2 ee RR 
KR. MHA RNS MRAM RBA 4H OR 
的 严重 性 等 联系 起 来 。 这 种 强度 储备 也 是 以 安全 因数 的 形式 加 以 考 虚 的 。 

从 以 上 分 析 可 见 ,规定 安全 因数 的 数值 并 不 单纯 是 个 力学 问题 ,这 里 面 同时 
还 包括 了 工程 上 的 考虑 以 及 复杂 的 经 济 问题 。 下 面 粗略 地 给 出 安全 因数 的 太 各 
TH. TERR on, 一 般 取 为 1.25 一 2.5; 在 对 荷载 的 考虑 较 全 面 、. 材 料 质量 
较 均匀 等 有 利 条 件 下 ,nx, 可 弄 较 低 值 , 反 之 则 应 取 较 高 值 。 同 样 在 项 荷载 下 ,na， 
一 般 取 2.5 一 3.0; 有 时 可 太 到 4 一 14。 由 于 脆性 材料 的 破坏 以 断裂 为 标志 ,而 塑 
性 材料 的 破 环 则 以 发 生 一 定 程度 的 地 性 变形 为 标志 ,两 者 的 邹 险 性 显然 不 同 , 且 
脆性 材料 的 强度 指标 值 的 分 散 度 较 大 。 因 此 ,对 脆性 材料 班 多 给 一 些 强 上 度 储 备 。 
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2-3 中 的 应 力 计算 公式 42- 2) 只 适用 于 等 截面 的 直 杆 。 对 于 横 截 面 平 
组 地 变化 的 拉 { 讨 ) 标 , 按 等 截面 直 杆 的 应 力 计算 公式 进行 计算 ,在 工程 计算 中 一 
般 是 允许 的 。 但 在 工程 实际 中 ,由 于 结构 或 工艺 上 的 要 求 ,经 常会 碰 到 一 些 截面 
有 又 然 改 变 的 杆 件 , 例 如 具有 螺栓 孔 的 钢板 、. 带 有 螺纹 的 拉杆 ,等 等 。 在 杆 件 的 
OTH SE RAR ACAD ,将 出 现 局 部 的 应 力 骤 增 现 象 。 如 图 2 - 29 所 未 具有 小 图 孔 的 
AIRE AR AR ,在 通过 圆心 的 横 截 面 上 的 应 力 分 布 就 不 再 是 均匀 的 ,在 孔 的 附近 处 
应 力 骤 然 增加 ,而 离 筷 稍 远 处 应 力 就 迅速 下 隆 并 趋 于 均匀 。 这 种 由 杆 件 截面 又 
然 变 化 (或 几何 外 形 局 部 不 规则 }) 面 引起 的 局 部 应 力 又 增 现象 , 称 为 应 力 集中 ， 
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EAT E AMIE J BB AS HS hy ae K BB Fo, ,必须 借助 于 弹性 理论 ,计算 

上 学 或 实验 应 力 分 析 的 方法 求 得 ,在 工程 实际 中 ,应 力 集 中 的 程度 用 最 大 局 部 

应 力 oi 号 该 截面 上 的 种 义 应 力 ww( 输 所 接 计 时 即 为 截面 上 的 平均 应 力 ) 的 比 
(AK ÆA. BH 

K, = (2-14) 


Fm 

这 一 比值 K,, 称 为 理论 应 力 集 中 因数 ,其 下 标 e 表示 是 正 应 力 。 

值得 注意 的 是 ,应 力 集中 并 不 是 间 纯 由 截 向 积 的 减 小 所 引起 的 , 杆 件 外 形 的 
又 然 变化 ,是 造成 虚 妃 集中 的 主要 原因 -。 一般 地 说 , 杆 件 外 形 的 又 变 越 是 剧烈 
(由 相 叙 截面 的 刚度 差 越 大 ) ,应 力 集中 的 程度 就 越 是 严重 。 同 时 ,应 力 集中 是 一 
种 局 部 的 应 力 缀 增 现 象 , 如 图 2 一 29 中 具有 小 圆 孔 的 均匀 受 拉 平板 ,在 孔 边 处 的 
域 大 应 力 约 为 平均 应 力 的 3 入 ,而 距 孔 稍 远 处 ,应 力 即 扑 于 均匀 。 而 且 , 应 力 集 
中 处 不 促 最 大 应 力 急 剧 增长 ,其 应 力 状态 也 与 无 应 力 集中 时 不 同 。 

由 逆 性 材料 制 成 的 杆 件 受 静 荷 载 作 用 时 ,由 于 一 般 塑性 材料 存在 届 服 阶段 ， 
5 局 部 的 最 大 虚 力 达到 材料 的 屈服 极限 时 , 苦 继 续 赠 加 荷载 , 则 其 应 力 不 增 加 ， 
应 变 吕 继续 增 大 ,而 所 增加 的 荷载 将 由 其 余部 分 的 材料 来 录 受 ,直至 整个 截面 上 
各 点 处 的 应 力 都 达到 届 服 极限 时 , 丁 件 才 因 届 服 而 囊 失 正常 的 工作 能 力 。 因 此 ， 
由 塑性 材料 制 成 的 杆 件 ,在 静 荷 载 作 用 下 通常 可 不 考虑 应 力 集中 的 影响 。 对 于 
由 脆性 材料 或 塑性 差 的 材料 (例如 高 强度 钢 ) 制 成 的 杆 件 ,在 静 荷 载 作 用 下 ,局 部 
的 股 大 应 力 就 可 能 引起 材料 的 开 玖 ,因而 应 按 局 部 的 最 大 应 力 来 进行 强度 计算 。 
但 基 , 脆 性 材料 中 的 铸铁 由 于 其 内 部 组 织 很 不 均 名 ,本身 就 存在 气孔 ,杂质 等 引 
起 应 力 和 集中 的 因素 ,因此 外 形 双 变 引起 的 应 力 集中 的 影响 反而 很 不 明显 ,就 可 不 
考虑 应 力 集中 的 影响 。 但 在 动 荷载 作用 下 , 则 不 论 是 塑性 材料 ,还 是 脆性 材料 制 
成 的 杆 件 ,都 应 考虑 应 力 集中 的 影响 。 有 关 动 荷载 下 考虑 应 力 集中 影响 的 问题 ， 
将 在 4 材料 力学 (ID)# 的 第 六 章 中 讨论 。 


思 考 题 


2-1 过 论证 杆 件 横 戴 面 上 各 点 处 的 正 应 力 若 相等 , 则 截面 上 法 向 分 布 内 力 的 合力 必 有 适 
过 横 堆 面 的 形 心 。 友 之 ' 法 向 分 布 内 力 的 合力 虽 通 过 横 截面 的 形 心 ,但 正 应 力 在 横 截 面 上 各 


点 处 却 不 一 定 相等 。 5 

2-2 横 戴 面 面 积 为 4A, 单 位 长 度 重 量 为 ， rU 
的 区 限 发 弹 性 丁 , 自 出 放 在 摩擦 因 数 为 的 粗糙 《多才 pp 
表面 上 .如 图 啤 示 ， 试 求 签 使 该 杆 在 端点 产生 作 思考 题 2 19 


RoI OS AP 己 知 杆 的 弹性 模 量 为 上 
2-3 受 轴 向 拉 伸 的 闭合 茂 怠 截面 村 如 图 所 示 DA A,B 两 点 间 的 距离 a ,材料 的 弹 
性 常数 Ey. 试 证 明 两 点 间距 离 的 改变 项 为 n= oF, 


= + 题 43 


(hh 
思考 题 2- 3 图 


2-4 一 根 钢筋 试 样 ,其 弹性 模 基 E -= 210 GPa ,比例 极限 o, = 210 MPa: PERL 下 
作用 下 , 纵 疝 线 应 变 为 e -0.001 COR ARR RLM EMA, MRI AREA 下 ,使 试 样 的 
纵向 线 应 变 增加 到 一 .01, 间 此 时 钢 盘 可 截面 上 的 正 瞩 力 能 否 由 衣 上 克 定 律 确定 ,六 什么 ? 

2-5 弹性 模 基 上 的 物理 意义 是 什么 ?如 低 碳 钢 的 弹性 模 量 E, = 210 GPa ,混凝土 的 弹 
TER E, = 28 GPa, 试 求 下 列 备 项 ， 

(O 在 横 截 面 上 正 应 力 oz HSH PARRA Ree SH; 

(2) TESA ARIE e 相等 的 情况 下 ARLE LIEB SE; 

(3) “SoA ei Ee 0.000 15 BY, a LT RR ro a 的 值 。 

2-6 GRR AMAR GH CMAs Ay 两 方向 均 有 线 应 变 , 则 在 .xr 和 y 两 方向 是 
省 都 忆 定 有 正 应 力 ? MAR r 方向 有 线 应 变 , 则 是否 y RIERA? BM My 
FABLE MES My FABRE HY? 

2-7 BMR ERB RM OT TRE ae ba AHRENS, Rae 
SAM RE RMR PAO KEL? 


(a) (b) 
思考 题 ?- 7 
2-8 由 某 种 材料 市 成 的 拉杆 ,如 果实 际 上 是 由 下 cy = r, 而 引起 强度 破坏 ,试问 是 


44 Soe FmHA Ee 


GAH oy = o, FARE RAMA? 这 里 sa, We, RARER RRR 
的 正 应 力 和 45" 斜 截面 上 的 切 应 力 。 

2-9 TEAR ie Sd te AY fae PS EO , 试 样 被 拉 断 时 的 应 力 汶 什么 反而 比 强度 极限 低 ? 

2-10 在 图 示 结 构 中 , 杆 1 和 十 2 的 许 用 应 力 分 别 为 
Lel 和 [sj: RRA MRSA A, 和 A,, 央 两 杆 各 自 的 
许可 轴 为 分 别 为 [Fy] = [ec A 和 [下 wj ] [el As FA 
据 结 点 4 的 平衡 条 件 工 下 , =O RB WOT TR, OI 
[F] =[ Fy, jen 45° + (Fy Joos 30, RAB KERR? 
为 什么 ? 

2-11 由 脆性 材料 制 成 的 受 轴 向 拉 储 的 矩形 截面 杆 ， 
和 若 有 平行 于 轴线 方向 的 裂纹 , 杆 的 强度 是 否 会 降低 9? FN 
纹 的 方向 与 杆 的 轴线 相 垂 直 , 杆 的 强度 是 否 受 影响 ? 思考 题 ?- 10 图 

2-12 试 论述 ;为 什么 轴 向 拉 ( 压 ) 杆 斜 截 面 上 的 应 力 是 均匀 介 布 的 ? 


习 题 
2-1 试 求 图 示 各 杆 1-~-1 和 2-2 横 截面 上 的 轴 力 ,并 作 轴 力图 。 


习题 2-1 图 


2-2 试 求 图 示 等 直 杆 横 截面 1- 1,2-2 和 3-3 LARA HERDE., PRR 
AR A=400 mm , 试 求 各 横 截面 上 的 应 力 。 


习 cal 45 
2-3 DORA KM ARAB 1-12 2 和 3-…3 上 的 轴 力 ,并 作 轴 力图 。 若 横 截 
面 面 积 A, = 200 mm ,4, = 300 mm ,六 ;= 400 mm , 半 求 各 模 截 和 高 上 的 应 力 。 
2-4 APRA BPA ATR A. BY LER RRR TAR. FM 
MP fa) SAA MAR ARYA SS mm Som BH. CRBS 
AE yg — 20 kN/m HS APR. 斌 求 拉 村 AE 和 EG 横 截 向 上 的 应 力 。 


F 


习题 2- 4 图 习题 2- 5 图 


2-5 AMMAR e A? - 10m, RRRR | 如 图 所 示 。 如 荷载 下 = 1 000 kN ,材料 
的 密度 p 一 2,35 kgo ARRAS RAR LEW A, 

2-6 图 示 拉 杆 夭 受 轴 向 拉力 上 -10kN, 杆 的 横 截 面 面 积 4 = 100 mm?。 如 以 a 表示 
糙 截 面 与 横 截 面 的 夹 角 , 试 求 当 e = 0°, 30°.45°,60° .90* 时 各 插 截 面 上 的 正 应 力 和 切 应 力 并 
用 图 表示 其 方向 。 

ad 2F 2F D 


i 
F F 7 
i 


3B 2-68 Ja 2— 7 g 


2-7 RS ES AAA. CSUR A 和 材料 的 弹性 模 量 无 。 试 作 
轴 力 图 ,并 求 村 端点 D 的 位 移 。 

2-8 “-- 木 桩 受 力 如 图 所 示 、 柱 的 横 截 而 为 边 长 200 mm 的 正方 形 ， 
材料 可 认为 符合 硼 克 定律 ,其 弹性 模 基 下 = 10 GPa。 如 不 计 柱 的 自重 , 试 
$X: 

(1) 和 作 轴 力图 ; 

(2) 8B RRA LAS; 

(3) SRR MA MRS 

(4) 柱 的 总 变形 

2-9 一 - 根 直 程 d=15mm, 长 :=3 m RR, RS RH F 
=~ 30 kN, HIRE H AY — 2.2 min. 试 求 杆 横 截面 上 的 应 力 与 材料 的 弹性 模 
HE, 


46 PE Be) fe AO ae 


2-10 (1) RES S ey fee fe R R ) A E A E EF D A B ie l A a E e, 等 于 
AOA eo) PEA E eo, 

(2)--HAZHA d= l0 mm HARE. EM POPPA E, feeb 0.002 5 mm: 
WE REA TERR RE 已 = 210 GPa ARH 0.3, RRA F. 

(3) ‘43 (> ae MET Fh Af! Do- 20mm, A Bit d — 60mm, AR = 0.3, 4 
H THe EI , E A ee E e- 0.001 OR A oo, 

2-11 aA FRAMERS. BRP ee Ev, 
eR Ca D Ae] AB Bae at AA. 


“}RI2- 1! fa 


2-12 图 示 结 构 中 ,AB AK ER EBRUBITES ,村 1,2,3 HR, REM OE - 210 
GPa Cal é= lm, A, + A, =i0 mm ,A,— 180mm". F- 20kN. PR CA AY) 2K SE fe EE et 
Hir. 


apt 


“JHA 2 - 12 图 习题 2 - 13 图 


2 一 13 图 示 实 心 园 钢 杆 AB 和 AC 在 4 点 以 锭 相连 接 ,在 4 点 作用 有 钳 重 向 下 的 力 下 
TASkKN. D WIF AB 和 AC HEIN ad, =12mn 各 = 15 mm, 钢 的 弹性 寞 量 E = 210 
GPa, GOR A ASR ARE. 


习 Æ 47 


2-14 ER AARP AS ZARAK EAR RAR d 一 1 mm Se ,在 钢丝 的 中 
CM-E RRR. CAMA Pe EA - 0.0035, RB BER EE EF = 210 
GPa HB BR Rit. AK: 

CL) it fi RD Bo doe A fe a ve at PE PE BT A A oF AA EE BD 

(2) WHE C AP RNS A; 

(3) 荷载 FAA. 


习题 2- 148 习题 2- 15 图 

2-15 FRA ER Se A RR ET RE, 

2-16 有 -长度 为 300 mm MPRA BRS RA P=30kN, CORR 
面积 A=2500 mm’. HRA HEB E = 210 GPa. in “RK FE ay ee BE. 

2-17) FRG A,B ĦA A B OAH SKE RAR. H A,B, KB 
SE EPA TEM A A OE A FTA B RIA 4) OF AY Ba RREY /= ES RE 
PEA PE AR AE VA FE EE H EE... 


JM 2-178 J@?-i8 图 


2-18 图 示 一 钢筋 混凝土 平面 阅 门 ,其 量 大 启 门 力 为 上 = ia kN. 如 提升 闸门 的 镶 质 
22 41 A iS a = 40 mm, WAST FAY J ] = 170 MPa, WE t $1 89 aE 


48 HALE) fir AR a 


2-19 简易 起 电 设 备 的 计算 莘 图 如 图 所 示 ., CRIB AB 用 两 根 63 mmx 40 mmx 4 mm 
ASR MY AA oe) = 170 Mas 试问 在 提起 重量 为 PP-15 INDRA 


FAB RO ig PORE ART? 
2-20 -一块 厚 10mm. 200 mm AIH MR, H E te Ai? d = 20mm ASSL Ed SS ,图 


FLEISHER 8th d A E= 200 kN 材料 的 许 用 应 力 [o] 
- 170 MPa, idl Re Be Fe A oe BE, 


习题 2- 19 图 习题 2 20 E 
2-21 -- BAR AMAR , 杆 忻 46,ADP 上 均 由 蝴 根 等 边 角 锁 组 成 。 已 知 材料 的 许 用 
上 应力 [a]=170 MPa, WARI AB, AD 的 角钢 型 号 . 


300 kN/m 
Eitri 
A ed 


习题 2- 21 图 习题 2-22 图 


2-22 一 析 架 受 力 如 图 所 示 。 各 杆 都 由 两 个 等 边 角 饥 组 成 。 已 知 材料 的 许 用 应 力 [o] 
= 170 MPa, aR AC ACD HAAS. 

2-23) 一 结构 受 力 如 图 所 示 , 杆 件 46,CD,EF,GH 都 由 两 根 不 等 边 角 钢 组 成 。 CA 
材料 的 许 用 应 力 [r] 170 MPa, 村 料 的 弹性 模 量 E = 210 GPa, Ff AC REG 可 视 为 刚性 的 。 
试 选择 各 杆 的 角钢 型 号 ,并 分 别 求 点 DCA 处 的 位 移 4 A, ,A 

2-24 CATE RE SRE = 2.25 kel’ , 许 用 压 应 为 o ]-2 MPa. TER oe AE ML a 
7e AS 2 BE EAT TO A BA, AL, BI EME E- 20 GPa, ARE 


A 的 位 移 。 


y 题 49 


382-23 8 >] 2-248 


2-25 (1) 网 性 梁 AB AR AC, BD 县 扯 着 , 受 力 如 图 所 示 。 已 知 岗 杆 AC 和 
BD 的 直径 分 别 为 = 25 mm 和 d, = 18tintm, 钢 的 许 用 应 力 L[cj= 170 MPa, BEE E = 210 
GPa, BORER AT ATE ,并 计算 钢 杆 的 变形 Ads Alps RAB AARE ABA, Ags 

(2) 著 荷载 下 = 100 kN 作用 于 ASR F SOBA. GWAR A = 
A, ,事实 上 这 是 线性 弹性 体 中 普遍 存在 的 关系 , 称 为 位 移 互 等 定理 。) 


pen 
8.85 m — rm 8.85 m 


习题 2-25 图 习题 2 一 26 图 


2-26 BRERA 16 RRR. CRRA SAA Ao] = 210 
MPa ,弹性 寞 量 F-210GPa, REMAKE HH A HARK. 

2-27 MAT RAS AOE Aton KEH BC 的 长 度 ! 保持 不 变 , 斜 杆 AB 的 长 度 可 
AMO 的 变化 而 改变 。 两 村 由 同一 材料 制造 , 且 材 料 的 许 用 控 应 力 与 许 用 压 应 力 相 等 。 E 
求 两 杆 肉 的 应 力 同时 法 到 许 用 应 力 , 且 结构 的 总 重量 为 最 小 时 , 试 求 ; 

(1) 两 杆 的 夹 角 8 值 ; 

(2) 两 村 横 截 血 面积 的 比值 . 


2-28 -内 半径 为 FEA (osci | RW HEEB, CRAKS 


均 习 分 布 的 压力 POA RR: 
CL) 岂 内 压 为 引起 的 回环 径 向 截面 上 的 应 力 ; 


50 So. BBA ye] fur {A Ae 


(2) BAR AS aE i287 


“) 2? 27 图 


W 
下 
Hk 


扭 转 


$3-1 Æ ik 


工程 中 有 一 类 等 直 杆 , 它 所 受到 的 外 力 是 作出 在 焉 直 于 村 轴线 的 平面 内 的 
力 偶 ,这 时 , 杆 发 生 扭 转变 形 。 单 纯 发 生 扭转 的 杆 件 不 多 ,但 扭转 为 其 主要 变形 
之 一 的 则 不 少 , 如 机 紫 中 的 传动 轴 ( 图 31a) .水 轮 发 电机 的 主轴 (图 3~1b). 石 
油 销 机 中 的 钴 杆 .桥梁 及 厂房 等 空间 结构 中 的 菜 些 构件 等 等 。 若 这 些 构件 的 变 
形 是 以 扭转 为 主 , 其 它 变 形 为 次 而 可 忽略 不 计 的 , 则 可 按 扭转 变形 对 其 进行 强度 
和 刚度 计算 。 有 些 构件 除 扭转 外 还 伴随 着 其 他 的 主要 变形 (如 传动 轴 还 有 弯曲 ， 
Hite) ,这 类 问题 将 在 第 八 章 组 合 变 形 中 讨论 。 


图 3-1 
使 直 杆 发 生 扭转 的 外 力 , 是 作用 面 垂直 于 杆 件 轴线 的 外 力 偶 系 , 最 篇 单 的 计 


算 简 图 如 图 3- 2 所 示 。 在 这 种 外 力 偶 作用 


M M 
F FF STATS BA TR ERRER REH (SS 
转变 形 。 
当 发 生 捏 转 的 杆 是 等 直 园 杆 时 ,由 于 杆 
的 物性 和 横 截面 几何 形状 的 极 对 称 性 ,就 可 


用 材料 力学 的 方法 来 求解 。 对 于 非 加 截面 杆 ,上 由 于 横 截 面 不 存在 极 对 称 性 ,其 变 
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形 和 横 截面 上 的 应 为 部 比较 复杂 ,就 不 能 用 材料 力学 的 方法 求解 ,在 33~7 中 
将 简单 地 介绍 一 些 按 弹 性 力学 方法 求 得 的 结果 。 

在 开始 求解 等 直 蔽 梓 扭 转 时 的 应 力 和 变形 前 , 先 研 究 薄 壁 图 简 的 扭转 ,介绍 
有 美 团 应力 . 切 应 变 及 其 关系 等 基本 概念 . 


§3-2 湾 壁 贺 简 的 扭转 


BREA GHEE 8 远 小 十 其 平均 半径 (ace | ,其 两 端面 承受 产生 


插 转 变形 的 和 错 力 侦 握 M.( 图 3-3a)。 由 截面 法 可 知 , 贺 入 性 一 横 截面 nn 一 x 上 
的 内 力 将 是 作用 在 该 截面 上 的 力 懈 (图 3--3b) ,该 内 力 偶 矩 称 为 扭矩 ,并 用 工 表 
未 。 由 截面 上 的 应 力 与 微 面 积 dA 之 敢 积 的 合成 等 于 截面 上 的 扭矩 可 知 , 横 截 


§3-2 WHH 53 


i ER A AE 

MFA a RE AA LA RE , aT Be A A BE 
SP EEE po A Fee FA A] ER SA Fe BR — FA IE At Te ER fe a HE Ph 
(AFR M, 以 后 ay EA Be SBR Jed 2 fe ase AS DM Da ee E RY, TE EF ER 
持 为 直线 .于 是 中 设想 BRAM He RI RRR AER KDA 
变 的 平面 , 相 邻 两 横 蕉 面 只 是 绕 阅 简 轴 线 发 生 相 对 转动 。 因 此 , 横 截 面 上 各 点 处 
团 应 力 的 方向 必 与 圆周 相 切 。 辐 简 两 端 截 面 之 间 相 对 转动 的 角 位 移 , 称 为 相对 
扭转 角 , 并 用 p 表示 (图 3 一 3c)。 而 加 简 表 面 !: 每 个 格子 的 直角 都 改变 了 相同 
的 角度 Y (图 3--3c,d), 这 种 直角 的 改变 量 y 称 为 切 应 变 。 这 个 切 应 变 和 横 截 
面 上 沿 图 周 切 线 方 向 的 切 应 力 是 相对 应 的 。 由 于 相 邻 两 圆周 线 间 每 个 格子 的 直 
角 改 变量 相等 ,并 根据 材料 均匀 连续 的 假设 ,可 以 推 知 , 沿 圆周 各 点 处 切 应 力 的 
方 回 与 圆周 相 切 ,上 且 其 数值 相等 。 至 于 切 所 力 沿 壁 厚 方 向 的 变化 规律 ,由 于 壁 厚 
9 过 小 于 其 平均 半径 mm , 故 可 近似 地 认为 沿 壁 厚 方向 各 点 处 切 应 力 的 数值 无 变 
根据 上 述 分 析 , 可 得 薄 辟 网 简 扭转 时 , 横 截面 上 任 一 点 处 的 切 应 力 r 都 相 
竺 ,其 方向 与 圆周 相 奶 。 于 是 ,由 横 截面 上 内 力 与 应 力 间 的 静 力 关系 ,得 


| zaa ry = T 


a 


由 于 WEE, OP eR TARP YI r, 代替 ,而 积分 | aa -A 


= 2rrof 为 图 简 横 截 商 面 积 , 将 其 代入 式 {(a) ,并 引进 A, =rr: ,从 而 得 
si 
Ast 
由 图 3- 3c Bran A JL Aa Se A, AT SE ALO y A 
的 两 闪 面 间 的 相对 扭转 角 g SKA: 
= orl (3 — 2) 


(3 ~ 1) 


t 


式 中 ,r A A BE E YY PPK 
HE So SBE A ES SCG ET i BE hJ EE E — A, HL 
fp Soh AAEM, RE STM 了 T) 之 间 成 正比 ,如 图 3- 4a 所 示 。 利 
用 式 (3~1) 和 (3 一 2), 即 得 z 与 7 间 的 线性 关系 (图 3 一 4b}) 为 
t= GY (3-3) 
LARA S ODS ER PHEARS G 称 为 材料 的 切 变 模 量 .其 量 


— a 


FRA LS 3 — 4 af Ud ea a ee SE EY SF, ET {DUE SA A Td 
Swe 
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T T 
O 5 0 7 
(a) (b) 
fl 3-4 


网 与 弹性 模 量 EMR SA Pa。 钢材 团 变 模 景 的 约 值 为 G = 80 GPa. 

应 当 注 意 , 剪 切 胡 克 定律 式 (3-3) 只 有 在 切 应 力 不 超过 材料 的 某 一 极限 值 
时 才 是 适用 的 。 该 极限 值 称 为 材料 的 齐 场 比例 极限 *,。 即 适用 于 切 应 力 不 超 
过 材料 剪 切 比例 极限 的 线 弹 性 范围 。 


$3-3 传动 轴 的 外 力 偶 矩 .扭矩 及 扭矩 图 


1. fe SSH Sh HE 


LE? & ARO fe shh SL 3-1), EERE TE Be a PE. 
为 此 , TE ARR PG Pe a BS BS Se HD AE 

设 一 传动 轴 ,其 转速 为 =, 轴 传递 的 功率 由 主动 轮 输 人 ,然后 通过 从 动 轮 分 
配 出 去 (图 3-~5)。 设 通过 某 一 轮 所 传递 的 功率 为 PELARE Bee 
位 为 kW。 当 轴 在 稳定 转动 时 ,外 力 偶 在 t PHASES THe M. 与 轮 
E t 秒 种 内 的 转角 a( 图 3-6) SRB, Ak tA SHEA Oe P 
为 


Lah ed 


Phy = 1Mly.. aT 107° 


= (Melam i wt reas x 107 


| n | ema 


= Moly X 2x x 5 2 x ig? 


于 是 , 即 得 作用 在 该 轮 上 的 外 力 偶 和 矩 为 


© 1kW=1000 Wl W=1S/s,iJ=1N-m. 


$3.3 传动 轴 的 外 力 惕 短 ， HE RHEE 55 


Piwx1l0x60 1 iP law 3-4 
iM ota oo Daina aa — 9.55 x 10 "i in ( ) 


MF Fh 7 AB Se j, Ee ERIS AHR AT E e E gh F A ,而 从 动 
轮 上 的 外 力 偶 的 转向 则 与 轴 的 转动 方向 相反 ,如 图 3-5 所 示 。 


Ji. H38 Hoe 


作用 在 传动 轴 上 的 外 力 偶 往往 有 多 个 ,因此 ,不 同 轴 段 上 的 扭矩 也 各 不 相 
间 ,可 用 截面 法 来 计算 轴 横 截 而 上 的 扭矩 。 
设 一 等 直 图 杆 如 图 3 一 7a 所 示 ,作用 在 杆 上 的 外 力 偶 矩 分 别 为 :MI =6M .， 
M,=M,,M,=2M,,M,=3M,. ORFF RE BC 段 中 任 一 横 截 面 1 -1 LA 
Fi ,用 截面 法 将 杆 沿 横 截面 1- |! 处 假想 地 截 分 为 二 ,并 研究 其 左 半 段 杆 (图 3- 


75) 的 平衡 。 由 平衡 方程 
SIM, =0, T,-M,+M,=0 


得 
T = M,- M,= 6M.- M.= 5M, 
M M Ad M 
1 3 2 l 3 3 4 
A 2 B 1 C 3 D 
Mi, M, 
1 
2 
(b) - 
A B 1 
l M, Ma 
© tH 
M J Cc D 
M 


1 
j | 3M, 
TD pa 


3-7 


smo 5M, 
» MAN 
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扭矩 T, 的 转向 如 图 3 一 7b 所 示 。 

如 果 研 究 其 右 闵 段 杆 的 平衡 . 则 在 同一 措 截 面 上 可 求 得 扭 盾 的 数值 相等 而 
转向 相反 {图 3 一 7c)。 为 使 从 两 段 杆 所 求 得 的 同一 横 截 面 上 的 招 窍 在 目 人 负 叶 上 
一 致 , 按 杆 的 变形 情况 ,规定 杆 因 扭转 而 使 其 纵向 线 在 某 一 段 内 有 变 成 右手 螺旋 
AMES RRR LAA RAR. hae eRA ER 
法 则 用 力 候 和 天 来 表示 PRE A RR RHE i RRA RSA, 
两 首 对 扭 撼 正 代号 的 规定 是 - 致 的 。 按 上 述 规定 , 横 截 面 1-1 EKHI T 应 
为 止 导 。 

同 理 , 用 截面 法 状 得 图 3-7a 中 2~2 和 3-3 疝 横 截 面 上 的 扭矩 均 为 正 , 其 
数值 分 别 为 

T, = M, = 6M, 
和 
Ti = M, = 3M, 

在 本 例 中 ,每 一 段 杆 内 各 横 截 面 上 的 捏 矩 分 别 等 于 T T 和 Tio 

为 了 表明 沿 杆 轴线 各 横 截 面 上 的 招 矩 的 变化 情况, 从 而 区 定 最 大 捏 矩 及 其 
所 在 横 截 面 的 位 置 ,可 仿照 轴 力 图 的 作法 绘制 扭矩 图 。 图 3- 7a 所 示 的 杆 的 招 
AOA ,如 图 3- 7da。 由 该 图 本 见 , 最 大 扭矩 Toa EITAB 段 内 任 一 横 截 面 上 ,其 
(HA 6M, 。 

例题 3-1 一 传动 轴 如 图 a 所 示 ,其 转速 = 300 r/min, 主动 轮 输 人 的 功率 
P= 500 kW。 若 不 计 轴 闲 摩 擦 所 耗 的 功率 ,三 个 从 动 轮 输 出 的 功率 分 别 为 P， 
=150kW,P,;=150kW 及 P,=200kW, W4 HAE, 

解 : 首先 计算 外 力 侦 和 矩 (图 a) 


500 


M, = (9. 55 x 10° x sa Nem = (5.9% 10° Nem 


= 15.9 kN-m 


150 


M= M, — [9. š 
> 4 (9.55 x 10° x 300 


| Nem = 4.78 x 10° N-m 
= 4.78 kN«m 


M, = (9 55x 10° x $p) Nem = 6.37 x 10° Nem 


= 6.37 kN-m 
a. Shit eC b) ,计算 各 段 轴 内 的 扭矩 。 先 计 算 CA 段 内 任 一 
RRA 2-208 b) HMA. fa BR 2 ~2 AR HP A aE 
@ ,假设 T: 为 正 值 扭矩 ,由 平衡 方程 
TM,=0, M,+M,+ 1,=0 
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得 
T=- M, —M, =-9.356kN-m 
结果 为 负 号 HART. A (ACRE c) 
同 理 ,在 BC 段 内 Tis- M= -4.78 kNm 


9.56 


例题 3 一 1 图 


在 AD BA Ty = M, =6.37 kN:m 
AR SEX EE EAP d)。 从 图 可 见 ,最 大 扭矩 了 .发生 在 CAB 
内 ,其 值 为 9.56 kN'ma 
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L. 横 截面 上 的 应 力 


与 薄 壁 男 简 相仿 ,在 小 变形 条 件 下 ,等 直 圆 杆 在 扭转 时 横 截 面 上 也 只 有 切 应 
力 。 为 求 得 草 杆 在 扭转 时 模 截面 上 的 切 应 力 计 算 公 涉 , 先 从 变形 几何 方面 和 物 
理 关 系 方面 求 得 切 应 力 在 横 截 面 上 的 变化 规律 ,然后 再 考虑 静 力 学 方面 来 求解 。 

几何 方面 为 研究 横 截 面 上 任 一 点 处 切 应 变 随 点 的 位 置 而 变化 的 规律 ,在 
等 直 贺 杆 的 表面 上 作出 任意 两 个 相 邻 的 圆周 线 和 纵向 线 ( 图 3-8a)。 当 杆 的 两 
端 施加 一 对 其 矩 为 M. 的 外 力帆 后 ,可 以 发 现 :两 圆周 线 绕 杆 轴线 相对 旋转 了 一 
个 角度 , 刚 周 线 的 大 小 和 形状 均 未 改变 ;在 变形 微小 的 情况 下 ,圆周 线 的 间距 也 
AEH lel ST — AARE y( 图 3~8b)。 根 据 所 观察 到 的 现象 ,可 假设 
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贷 截 面 如 门 刚 性 平面 般 绕 杆 的 轴线 转动 , 即 平 面 假设 。 实 验 指 出 ,在 杆 扭转 变形 
后 只 有 等 直 圆 杆 的 圆周 线 才 仍 在 垂直 于 梓 轴 的 平面 内 ,所 以 上 述 假 设 只 适用 于 
F E BHF. 


H a-y 


为 确定 模 截 面 上 任 一 点 处 的 切 应 变 随 点 的 位 置 而 变 北 的 规律 ,假想 地 截取 
长 为 dx 的 杆 段 进行 分 析 。 由 平面 假设 可 知 , 杆 段 变形 后 的 情况 如 图 3 一 9a 所 
FMa WE b-b 相对 于 截面 a -a 绕 杆 轴 转动 了 一 个 角度 dw ,因此 其 上 的 任意 
半径 O D 也 转动 了 同一 角度 dg。 由 于 截面 转动 , 杆 表 面 上 的 纵向 线 AD 倾斜 
了 一 个 角度 YC 3 一 9a)。 级 向 线 的 倾斜 角 y 就 是 横 截 面 周边 上 任 一 点 A 处 的 
切 应 变 ( 参 看 $3-2)。 同 时 ,经 过 半径 OLD LERAG 的 纵向 线 EG CEE 
形 后 也 眉 射 了 一 个 角度 7 , 即 为 横 截 面 半 径 上 任 一 点 殖 处 的 切 应 变 。 应 该 注 
意 , 上 述 切 庶 变 均 在 垂直 于 半径 的 羊 面 内 。 设 G 点 至 横 截面 泗 心 的 距离 为 p, 由 
图 3 一 9a 所 示 的 筷 何 关系 可 得 


GE d 
ro ™ tan Y, = EG = F 


即 

y, =p (a) 
上 式 表示 等 直 圆 杆 横 截面 上 任 一 点 处 的 切 应 变 随 该 点 在 横 截 面 上 的 位 置 而 变化 
的 规律 。 式 中 的 9 表示 相对 扭转 角 p 沿 杆 长 度 的 变化 率 , 对 于 给 定 的 机 截面 是 
TER KE EREE p 的 圆周 上 各 点 处 的 切 应 变 y, 均 相同 , 且 与 p 成 正 


H a 
物理 方面 由 剪 切 胡 交 定律 可 知 ,在线 弹 性 范围 内 , 切 应 力 与 切 应 变 成 正 
HE , BU 
r= GY {bh} 
将 式 (a) 代 人 式 (b) ,并 令 相应 点 处 的 切 应 为 为 vr, NS St Re Ee ee 
化 规律 的 表达 式 


mh = GY, = Gow (c) 
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由 上 式 可 知 ,在 同一 半径 。 的 圆周 上 各 点 处 的 切 应 力 *, 均 相 同 ,其 值 与 成 正 
Eo r 的 方向 应 与 直 于 半径 , 因 y, ARATE FRAKES. WA 
性 一 半径 的 变化 情况 如 图 3 一 9b 所 示 。 


图 3 一 多 


静 力 学 方面 ” 横 截 面 上 切 应 力 变 化 规律 表达 式 (c) 中 的 dpjdz 是 个 待定 参 
数 ,为 确定 该 参数 ,考虑 表 力学 方面 。 由 于 在 横 截面 任 -- 直 径 上 上 距 圆心 等 远 的 两 
点 处 的 内 力 元 素 zdA 等 值 而 反 向 (图 3- %) ,因此 ,整个 截面 上 的 内 力 元 素 
nda 的 合力 必 等 于 零 , 并 组 成 一 个 力 偶 , 即 为 横 截面 上 的 扭 纸 了 。 因 为 c 的 
方向 重 直 于 半径 , 故 内 力 元 素 nda 对 圆心 的 方 矩 为 er,d4。 于 是 ,由 静 力 学 中 
的 合力 矩 原 理 可 得 


| ord4 = T {d} 
将 式 {c) 代 人 式 (d) ,经 整理 后 即 得 
G E| ed4 =T (e) 


上 式 中 的 积分 | Pda 仅 与 横 截面 的 几何 量 有 关 , 称 为 横 截 面 的 极 惯性 答 , 并 用 
1, 表示 , 即 


l, = | pidA 上 
其 单位 为 m' 。 将 式 (D) 代 人 式 (e) , 即 得 
d 
ee (3 - 5) 


HERRAR c), Bi 


了 了 (3 ~ 6) 


60 第 三 章 H 转 


LAR SHAR ERR RR LAA. 
由 式 (3 一 6) 及 图 3 一 9b 可 见 , 当 p 等 于 横 截 面 的 半径 x 时 , 即 在 横 截面 周边 
上 的 各 点 处 , 切 应 力 将 达到 其 最 大 值 x, HEN 
ta Te 
e OT 


EEARPER W, 代表 ir WA 


r = = 3-7) 


AP, W, 称 为 扭转 截面 系数 ,其 单位 为 n . 

推导 切 应 力 计算 公式 的 主要 依据 为 平面 息 设 , 且 材 料 符合 硕 克 定律 。 因 此 
RARER TER MHEASAN. 

AV RRR 1, 和 招 转 截面 系数 W, 在 图 截面 上 距 圆心 为 o REE 
为 dp 的 环形 面积 作为 面积 元 素 ( 图 3 10a), 并 由 式 (f} 可 得 圆 截面 的 极 惯性 算 
为 


* d 4 
1, = | eda = | 2ap’de = nA (3-8) 
A Ek Ted BA T R A E ROA 
— f, _ I, _ zd’ 
W, = 2 = gh = Zd (3-9) 


(a) (b) 
Æ 3-10 
Ba POF a A) A FE GAR A, Ay HAR RTS i E 
截面 杆 。 设 空心 加 截面 的 内 、 外 直径 分 别 为 4a 和 上 D( 图 3- 105) ,其 比值 a= 
则 从 式 {f) 可 得 空心 六 截面 的 极 惯 性 算 为 


d 
O ka 


it 
[= 2 一 | 3 _ toga 
F Je dA grp de 336 D ad’ } 
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o a a") (3 - 10) 


扭转 截面 系数 为 
I  o#(D'-d*) rD? 
W. BP 16D 16 


(l-a) (3-11) 


I. HRALA 


CMS BARR LAMA RMR KASH T A 
的 应 力 情 沈 A — rE RES EHRE ERSA o A. zee BR at 
截面 . 径 癌 截面 以 及 与 表面 平行 的 面 截取 一 微小 的 正六 面体 , 称 为 单元 体 ( 图 3 
- 11a)。 在 其 左 . 右 两 侧面 ( 即 杆 的 横 截 而) 上 只 有 切 应 力 r ,其 方向 与 y AR 
行 , 在 其 前 .后 两 平面 ( 即 与 杆 表面 平行 的 而 ) 上 无 任何 应 力 。 由 于 单元 体 处 于 平 
衡 状态 Hae & FRU PF =0 可 知 ,单元 体 在 左 、 右 两 侧面 上 的 内 力 元 素 
rdydz 席 是 大 小 相等 、 指 向 相 友 的 一 对 力 , 并 组 成 一 个 力 价 ,其 抑 为 {rdydz) 
dro 为 满足 另 两 个 平衡 条 件 荆 下 =0 MEM, =0, 在 单元 体 的 上 .下 两 平 而 上 
将 有 天 小 相等 .指向 相反 的 一 对 内 力 元 素 r drdz ,并 组 成 其 矩 为 (rdrzdz)dy 
的 力 惕 。 该 力 惕 和 抱 与 前 一 力 偶 矩 数量 相等 而 转向 相反 ,从 而 可 得 

fr 一 了 (3 — 12) 
EAHA ASE OP Ae A RS ARERR 
平 商 的 奖 线 , 称 为 切 应 力 互 等 定理 。 该 定理 具有 普遍 意义 ,在 同时 有 正 应 力 的 情 
w TARRY. AmA 3 -11a) 在 其 两 对 互相 垂直 的 平面 上 只 有 切 应 力 而 
无 正 应 力 的 这 种 状态 , 称 为 纯 菜 切 应 力 状 态 。 等 直 圆 杆 和 注 壁 圆 简 在 发 生 扭转 
AY, AAP ER oR EA Fe I RAS. HFA AA SR LAE 
何 应 力 , 故 可 将 其 改 用 平面 图 (图 3- 11b) 表 示 。 

现 分 析 在 单元 体内 垂直 于 前 、 后 两 平面 的 任 一 斜 截面 er LAH BR 
的 外 向 法 线 n 与 x 轴 间 的 夹 角 为 e ,并 规定 从 .+ 轴 至 截面 外 向 法 线 逆 时 针 转 动 
时 a 为 正 值 ,反之 为 负 值 。 应 用 截面 法 ,研究 其 左边 部 分 (图 3 一 11c) 的 平衡 。 设 
PRE ef 的 面积 为 dA , 则 eb 面 和 丸 面 的 面积 分 别 为 dAcos a MldAsinas # 
择 参 考 轴 上 和? 分 别 与 斜 戴 面 er 平行 和 垂直 (图 3- 11c) ,由 平衡 方程 

MIF, =0, @,dA+(rdAcos «)sin a + (r’dAsin ajeos «=O 
和 

2IF,=0, 1,dA—(rdAcos a)eos a + (r’dAsin a)sin a =0 
利用 切 应 力 互 等 定理 公式 ,经 整理 后 , 即 得 任 一 斜 截面 ef ERIE RA ADA 
的 计算 公式 分 别 为 


ga, = — rsin2e (a) 
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(b) 


图 3-11 


BA (b) HY AD, KIEA OP A EB SPB a = O° a =90"} 上 的 切 应 为 绝对 
值 最 大 ,均等 于 ro MAATA, E a= -45 和 =45" 两 斜 截面 上 的 正 应 力 
分 别 为 


和 
即 该 两 截面 上 的 正 应 力 分 别 为 中 的 最 大 值 和 最 小 值 , 即 一 为 拉 应 力 , 另 。- 为 
压 应 力 , 其 绝对 值 都 等 于 *, 且 最 大 、 最 小 正 应 力 的 作用 面 与 最 大 切 应 力 的 作用 
面 之 间 互 成 453 ,如 图 3- 11d。 附 带 指出 ,这 些 结 论 是 纯 剪 切 应 力 状态 的 特点 ， 
并 不 限于 等 直 圆 杆 在 扭转 时 这 一 特殊 情况 。 

在 图 杆 的 扭转 试验 中 ,对 于 前 切 强度 低 于 拉 伸 强度 的 材料 (例如 低 碳 钢 ), 破 
坏 是 从 村 的 最 外 刁 沿 横 截面 发 生前 断 产 生 的 {图 3 ~ 12a) ,而 对 于 拉 伸 强度 低 于 
剪 切 强 度 的 材料 (例如 铸铁 ) ,其 破坏 是 由 杆 的 最 外 层 沿 与 杆 轴 线 约 成 45" 贷 角 
的 蚜 旋 形 曲 面 发 生 拉 基 而 产生 的 (图 3- 12b)。 
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H 3- 12 


例题 3- 2 实心 图 截面 轴 I 和 空心 圆 截 面 轴 11( 图 a,b) 的 材料 .扭转 力 侦 
E M, 和 长 度 7 均 相 同 , 最 大 切 应 力 电 相等 。 阁 空心 圆 截面 内 、 外 直径 之 比 为 e 
=0.8, 试 求 空心 圆 截面 的 外 径 与 实心 加 截面 直径 之 比 及 两 轴 的 重量 比 。 

解 : 设 实心 圆 堆 面相 径 和 空心 圆 截 面具 .外 直径 分 别 为 d 和 di, Dio 


例题 3- 2 图 
利用 最 大 切 应 力 相 等 的 条 件 , 先 求 比值 D:/d 。I,II 两 轴 横 截面 的 扭转 截 


面 系数 分 别 为 


nedi 
Wo = T6 
和 
W,, = eC - a’) 
分 别 代 入 式 (3 ~ 7), BUS eR A A 
T 16T, 
Thomas = W = nd: 
和 
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以 a-—Q.8 和 和 T, = T, = M, ALL fi pk, 并 引用 已 知 条 件 T] max = To merx 


即 得 
16M, | 16M 
ad? xDi{] -0.8 ) 

由 此 得 

D fF .- 
d INTR T OI 


由 于 两 轴 的 长 宏和 材料 均 相 同 , 故 轴 [1 与 轴 工 的 重量 比 等 于 其 横 截 面 面 积 
A, MA, Zi, TERA 


= 1.194°¢1 —0.8°) = 0.512 
AIG AT GL, FER KY A SET Fas a Be SO a, BE 
节省 材料 。 当 然 TERME AGS RCSA, REEERE EF 
都 采用 空心 阅 轴 。 
例题 3~3 试验 算 薄 壁 贺 简 横 截 面 上 切 应 旋 公 式 (3 - 1 的 精确 度 。 已 知 

圆 简 的 壁 厚 $ 和 平均 直径 4,( 图 a)。 

解 : 按 精 确 公式 (3 一 6), 团 应 力 沿 空心 阅 截 面壁 厚 8 的 变化 情况 如 图 bb 所 
示 ,最 大 切 应 力 ru, 在 截面 最 外 层 , 其 算式 为 


TD/2 
Taans 一 一 一 一 


例题 3-3 余 


由 近似 公式 (3- 1), 薄 壁 回 简 横 截面 上 的 切 应 力 沿 辟 谋 不 变 , 其 算式 为 


— T 
TT AS (1) 
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PRA ro 为 基准 分 析 误 差 的 大 小 。 由 
D2 aa L B 
it + 4 T 3 z _ 
pD 一 上 ) TALS +N D+ d)(D- ad) 
$ D-di t Md =d- SRA DRALA AEH, 
PCL + 8) 


wn = TAB P 2) 


式 中 ,8= 2 Ay = Edie MAAORI roa DEERE Y 


用 百分率 表示 , 则 得 


4 = Bl 


B? 
1+8 x 100% 


由 此 可 见 , 当 B= ČB, RO th Me ae MINT GR A 越 小 ,由 式 (3 - 1) 计算 的 结果 


me UC AA. PA, B= STA 仪 为 4.52%。 因 此 ,在 简 壁 很 薄 时 ,认为 
切 应 力 向 辟 厚 不 变 是 合理 的 ， 但 应 注意 . 壁 原 过 荐 的 圆 简 受 扭 时 ,会 因 简 壁 内 存 
在 压 应 力 谭 使 简 壁 发 生 局 部 折 镇, 以致 失去 承载 能 力 。 


HI. 强度 条 件 


SHAPER SAS SF MHRA, HRP 
BRE ERATE WIAD rw 不 超过 材料 的 许 用 印 庶 力 [r] , 即 
Tmax Sle] (3 ~ 13) 
HTS RPA A CED ru 存在 于 最 大 扭矩 所 在 横 截 面 即 危 险 截 面 
的 周边 上 任 一 点 处 , 玲 强 度 条 件 公式 (3 - 13) 中 应 以 这 些 点 即 危险 点 处 的 场 应 力 
为 依据 。 于 是 ,上 述 强 度 条 件 可 写作 
at <[r! (3 - 14) 


将 忒 (3 一 9) 和 (3- 110) 中 的 W, TCA SEE REAR 3 14) ,就 可 对 实心 或 空心 
蒿 截面 的 传动 办 进行 强度 计算 ,有 即 校 核 强度 .选择 截面 或 计算 许可 苘 载 。 
实验 指出 ,在 静 荷 载 作用 下 ,同一 种 材料 在 纯 剪 切 和 拉 伸 时 的 力学 性 能 之 间 
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存在 着 一 定 的 关系 ,因而 通达 可 以 从 材料 的 许 册 拉 应 力 1 sj] 值 来 确定 其 许 用 切 

Rir. 但 对 于 像 传动 轴 这 类 构件 ,由 于 在 计算 最 大 工作 应 力 中 往往 咯 去 
了 次 要 的 弯曲 影响 和 其 它 一 些 因 素 , 故 强度 条 件 中 所 采用 的 [rj 应 取 较 静 荷 载 
作用 下 的 [=] 略 低 的 值 。 

对 于 用 铸铁 一 类 腌 性 材料 制 成 的 杆 件 ,在 扭转 时 ,其 破坏 形式 是 没 斜 截面 发 
RTE. ee Ri LR Ri CA D Æ R ,但 由 
于 斜 截面 上 的 最 大 拉 应 力 与 横 截 面 上 的 最 大 切 应 力 间 有 男 定 的 关系 ,所 以 ,习惯 
上 仍 按 式 (3 一 13) 进 行 强度 计算 。 这 曙 从 形式 上 掩盖 了 材料 强度 破坏 的 实质 ,但 
实际 上 是 一 - 致 的 。 

例题 3-4 图 a 所 示 阶 梯 状 圆 轴 , AB RAE d, =120mm, BC BRE d, 
= 100 mm, HR AMHH M, =22 kN:m,M,=36 kN:'m,M.=14kN'm, 已 
知 材料 的 许 用 切 应 力 [r*] =80 MPa, 试 校 核 该 轴 的 强度 。 

解 : 用 截面 法 求 得 AB ,BC 段 的 扭 给 ,并 绘 出 扭矩 图 如 图 所 示 。 

AeA a ABR SH BC RS HK, PRR MRE, AE 
Fa 33 Bll Be A BS Bh AK om AE 。 


22 
i 
LRAT 
(b) ll 


IA 


TES (kN-m) 
A 3-4 
T, 22x10 Nem 


AB BRA ty m = p> = = 64.84 X 10° Pa = 64.84 MPa< ir] 
W Z (0.12 m) 


T x10 
BC BA We RG aay 3X 10° Pa=71.3 MPa< [r] 


TALA 1m} 
因此 ,该 轴 满 足 强度 条 件 me. 
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$3-5 等 直 圆 杆 扭 转 时 的 变形 ， 刚度 条 件 


I. 扭转 时 的 变形 


等 直 图 杆 的 扭转 变形 ,是 用 两 个 横 截 面 绕 杆 轴 转动 的 相对 角 位 务 即 相对 插 
转角 o OK RE RH. 

AG -PDEA SHAR AHH HIKE. Kh de 为 相距 dx 的 两 横 
截面 间 的 相对 扭转 佣 。 AK RA 的 一 段 杜 两 端 向 间 的 相对 扭转 角 p A 

aes 
e= fap = f ora 

当 等 直 圆 杆 仅 在 两 端 爱 一 对 外 力 偶 作用 时 , 则 所 有 寞 截面 上 的 扭矩 T 48l, 
BS TH a Bb HE M.。 此 外 ,对 于 用 河 一 材料 制 成 的 等 直 圆 杆 ,G 及 I, 亦 
为 常量 。 于 是 由 上 式 可 得 


p= a (3 - 15a) 

p= ap (3 - 15b) 
p 的 单位 为 rad。 由 上 式 可 见 , 相 对 扭转 角 p 与 Gl, 成 反比 ,GI, 称 为 等 直 圆 杆 
的 扭转 刚度 。 


由 于 杆 在 扭转 时 各 模 截 面 上 的 招 矩 可 能 并 不 相同 , 且 杆 的 长 度 也 各 不 相同 ， 
因此 ,在 工程 中 ,对 于 扭转 杆 的 刚度 通常 用 相对 扭转 角 浩 杆 长 度 的 变化 率 dy/dz 
来 度量 。 用 yg 来 表示 这 个 量 , 称 为 单位 长 度 扭 转角 。 由 式 (3 5) 可 得 


-dg T _ 
P ~ dr GT, (3 16) 


显然 ,以 上 计算 公式 都 只 适用 于 材料 在 线 弹 性 范围 内 的 等 直 圆 杆 , 因 为 作为 
计算 依据 的 式 (3 - $) ,在 这 样 的 条 件 下 导出 的 。 

例题 3-5 AeA ae MR. ERM, = 1 592 N'm, M, 
=955 N'm, M, =637 N'm, RE A SHB, C 之 间 的 距离 分 别 为 1,, = 300 
mm $i dae = 500 mm, #84) At d=70 mm, HA OER G=80GPa, HRB 
mC AAR HER, 

解 : 由 截面 法 求 得 轴 1,11 BBR PY Ad 4} By T, = 955 N-m, T; = -637 
Nem. 

SHHTBREBLCMUFREAA 的 扭转 角 Pas» Paco 六 此 ,可 假想 截面 A 


PE 3-5 国 
EE Rai. HIC- 15b). 得 
T lap 
Pan 一 GI, 
和 
了 
Pac 一 GI, 


式 中 ,1, = 人 6。 将 有 关 数 据 代 人 以 上 两 式 , 即 和 


A955 Nem) (0.3m) 
(80 x 10° Pa) yp x 10m} 


Par — = 1.52 x 107° rad 


-—— (637 N'm)0.5m) 

(80 x 10° Pa) (7 x 107 m)* 

由 于 假想 截面 A 固定 不 动 RRA B.C 相对 于 截面 A 的 相对 转动 应 分 别 

Si AiR M,.M, 的 转向 相同 ,( 见 图 )。 由 此 ,截面 C 相对 于 下 的 扭转 角 
Ga 为 


1.69 x 10° rad 


Pae = Pa — Pas = 1.7 x 10 rad 
其 转向 与 扭转 力 偶 OM, 相同 。 


li. 刚度 条 性 


等 直 圆 杆 扭转 时 , 除 需 满足 强度 条 件 外 ,有 时 还 需 满足 刚度 条 件 。 例 如 机 器 
的 传动 轴 如 扭转 角 过 大 ,将 会 使 机 器 在 运转 时 产生 较 大 的 振动 ;精密 机 床 的 轴 基 
变形 过 大 , 则 将 影响 机 床 的 加 工 精度 等 。 刚 度 要 求 通常 是 限制 其 单位 长 度 扭 转 
角 9 中 的 最 太 值 不 超过 革 一 规定 的 允许 值 fo7] , 即 

Pa ale! (3 - 17) 

AT Lo ] 称 为 许可 单位 长 度 扭转 角 ,其 常用 单位 是 (")fm。 式 (3 -17) 即 为 等 直 
圆 杆 在 扭转 时 的 刚度 条 件 。 

由 于 按 式 (3- 16) 计 算 所 得 结果 的 单位 是 radAm, 故 须 洁 将 其 单位 换算 为 
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Cm, HEALER, TETI 
a x 1 S fg] (3 - 18) 

AR, Taa GE, 的 单位 分 别 为 N'm,Pa 和 m 。 将 式 (3~8) 或 (3 一 10) 中 的 I, 
代 估 上 式 , 邑 可 对 实心 或 空心 问 截 面 的 等 直 杆 进行 扭转 刚度 计算 ,例如 选择 截 
面 .计算 许可 荷载 或 进行 刚度 校 核 。 

FREA KEHRA o | ,是 根据 作用 在 轴 上 的 荷载 性 质 及 轴 的 工作 条 件 
等 因素 决定 的 ， 对 于 精密 机 器 的 轴 ,其 [op ) BRE 0.15~0.300)/m 之 间 ; 对 于 
一 般 的 传动 轴 , 则 可 放宽 到 2(")jm 左右 。 各 种 轴 的 许可 单位 长 度 扭转 角 [ w'] 的 
RERET HA SASL RI FR PAH. 

BIB 3-6 例题 3- 1 中 的 传动 轴 ( 例 题 3-1 图 a) 是 由 45 号 钢 制 成 的 空 


心 贺 截 面 轴 , 其 内 ,外 直径 之 比 a= 子 。 钢 的 许 用 切 应 力 [z] 为 40 MPa, 切 变 模 


E G A 80GPac 许可 单位 长 度 扭转 角 [ gp] 为 0.3(")jm。 试 按 强 度 条 件 和 刚度 
条 件 选择 轴 的 直径 。 
解 : 例题 3- 1 中 已 求 得 T,,, =9.S6KN'm。 由 


将 W, 式 代 和信 式 (3 一 14) ,可 得 空心 图 轴 按 强度 条 件 所 需 的 外 直 黎 为 


| 16(9. 56 x 56 x 10° N+m) x 16 -3 
er — at 15r(40 x 10° Pa} = 109 x 10" m 


= [09 mm 
将 上 面 的 I, 代 人 式 (3 — 18) , BOGS Be RIRE PE Ah BH 


4 


让 
D= | _ y mar K 180 k l 
GX 330) 
{32(9.56 x 10° Pa) x16 180 1 


(80 x 10° Pajan x15 n *0.30Vm 


a) TT 


= 125.5 x 10 m = 125.5 mm 
Bx 33 D ARH A) Ob FB ABE AE 125.5 mm, AE 不 能 小 于 62.75 mm, 
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8$3-6 等 直 圆 杆 扭转 时 的 应 变 能 


SRA , 杆 内 将 积蓄 应 变 能 。 由 于 杆 件 各 横 截面 上 的 扭矩 可 能 变化 ， 
同时 , 模 截 面 上 各 点 处 的 切 应 力也 随 该 点 到 圆心 的 距离 面 收 变 ,因此 对 于 杆 内 应 


变 能 的 计算 ,应 先 求 出 纯 剪 邯 应 力 状 态 于 的 应 变 能 密度 ,然后 ,再 计算 全 杆 内 所 
AR AY IY AE HE o 


Tp 


{a) (b) 
图 3- 13 
图 3 一 13 所 示 单 元 体 , 处 于 纯 剪 切 应 力 状 态 , 设 其 左 便 面 固 定 , 则 单元 体 在 
变形 后 右 仙 面 将 向 下 移动 Ydx。 由 于 切 应 变 y 值 很 小 ,因此 ,在 变形 过 程 中 


上 、 下 两 面 上 的 外 力 将 不 作 功 ,只 有 右 侧 面 上 的 外 力 rdydz 对 相应 的 位 移 ydr 
作 功 。 当 材料 在 线 弹 性 范围 内 工作 时 ,单元 体 上 外 力 所 作 的 功 为 


dW = 3(rdydz) (ydz) - 3r7(drdydz) (a) 


由 于 单元 体内 所 积 蔷 的 应 变 能 dV, 数值 上 等 于 dW, 于 是 ,可 得 单位 体积 内 的 应 
变 能 即 应 变 能 密度 v, 为 


dV, dW 4 


V, = 一 TF = = 


dV dzdydz Ey (b) 
由 剪 切 胡 克 定 律 r= Gy, ERRES A 


r 
3G (3 — 19a} 


w= FY (3 ~ 19b) 
求 得 纯 剪 切 应 力 状态 下 的 应 变 能 密度 v, 后 ,等 直 圆 杆 在 扭转 时 积蓄 在 杆 中 


§3-6 等 直 同 杆 扭转 时 的 应 变 能 ?1 


应 变 能 V, 即 机 由 积分 计算 : 
V, = | v.dV = | vw.dAdx (3 - 20) 


AF, V 为 杆 的 体积 ;A 为 杆 的 横 截 面 面 积 ;/ 为 杆 长 。 
若 等 直 砚 杆 的 两 端 受 外 力帆 和 M, 作用 而 发 生 扭 转 { 图 3 一 14a)， 则 可 将 式 


(3 一 19a}) 代 入 式 (3 一 20) ,其 中 的 切 应 力 r= o WFH RRE LAHE 
T FAAATA] , IE BE , FF PARO SERES 
i Tf 


y= | |. TdAdr = g(t) [aA =g, ©- Zla) 
由 于 下 = M., 上 式 叉 可 写作 


M.i 
2GI 


V, = (3 ~ 21b) 


p 


MB (3 — 15b) 5f oF Gy, Fre WW EGE V, 也 可 改写 成 用 相对 扭转 角 o 表达 


的 形式 : 


了 
V, = Cag (3 - 21c) 


以 上 应 变 能 表达 式 也 可 利用 外 力 功 与 应 变 能 数值 上 相等 的 关系 ,直接 从 作 
REP RMS ARE M 在 枉 发 生 插 转 过 程 中 所 作 的 功 W Be. SHER 
性 范围 内 工作 时 ,截面 B 相对 于 A 的 相对 扭转 角 SAM. 在 加 载 过 程 


中 成 正比 关系 , 见 终 3 一 14b。 仿 照 人 $2-5 中 所 用 方法 , 即 可 推导 出 以 上 应 变 能 
表达 式 。 


图 3 一 14 


例题 3-7 图 a 表示 工程 中 常用 来 起 缓冲 , 减 振 或 控制 作 有 由 的 罚 柱 形 窗 轿 
螺旋 弹簧 承受 轴 向 压 ( 拉 ) 力 作用 。 设 弹 换 圈 的 平均 半径 为 尺 , 敌 杆 的 直径 为 a， 
弹 竹 的 有 效 围 数 ( 即 除去 两 端 与 平 曾 接 触 部 分 不 计 的 圈 数 ;为 ”, 舌 村 材料 的 切 
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FREY G, RERA DAE a 小 于 5', 且 得 图 的 平均 直径 人 比 先 杆 直径 4 大 
得 多 的 情况 下 ,推导 弹簧 的 应 力 和 变形 计算 公式 ， 

R: 首先 用 截面 法 求 出 筑 杆 模 截 面 上 的 内 力 。 为 此 , 沿 赞 杆 的 任 一 横 截 面 
仿 想 地 截取 其 上 半 部 分 {图 DARA. AP RAE e NFS ,为 分 析 
方便 ,可 袖 为 零度 ,于 是 赞 杆 的 横 截 面 就 在 包含 弹 赞 轴线 ( 即 外 力 F 作用 线 ) 的 
纵向 平面 内 。 由 平衡 方程 求 得 截面 上 的 内 力 分 量 为 通过 截面 形 心 的 剪 力 下, = 
F AMET = FR, 

作为 近似 解 ,通常 可 略 去 与 甬 力 F AAW, A EW ae D 


SEIFE d 的 比值 子 很 大 时 ,还 可 路 去 簧 圈 的 曲率 影响 , 面 用 捏 转 应 力 公式 (3 


- 7) 计算 簧 杆 横 截面 上 的 最 大 扭转 切 应 力 taa M 


T _ FR 16FR 
Tmas 一 wW — [1 e C (1) 


Ba AE A We a AE A. EHR, BARI 
LA SEP E E AA BY 77 Be me BY TE 
下 面 利用 能 量 原理 来 研究 弹簧 受 轴 向 压 ( 拉 ) 力 作用 时 的 缩短 ( 伸 长 ) 变 形 
As 根据 试验 结果 可 知 , 当 弹 簧 所 受 外 力 不 超 过 一 定 限度 时 ,其 变形 4 与 外 力 下 
成 正比 ,如 图 c 所 示 。 由 此 ,可 得 外 力 所 作 功 为 


大 只 考虑 得 杆 扭转 的 影响 , 则 由 等 直 图 杆 扭转 时 的 应 变 能 公 起 (3 - 21a), AS 
杆 内 的 应 变 能 V, 为 


y, = i Ti _ (FRY2rRn 
‘2 GE, 2Gf, 


AH, L=2nRn RRR PORN SK, WRT ER. 令 外 力 
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—_——————— r amaaa 
eee 


所 作 的 功 W SSANDRA V, 相等 ,并 引用 1, =, Be 
on RnFR* _ 64 FR’ n (2) 
PEZA Gd 
* 32 
由 于 在 计算 应 变 能 V, 时 , 略 去 了 切 力 的 影响 ,并 应 用 直 杆 捍 转 的 公式 , 故 
所 得 的 V, 值 是 近似 的 , 且 比 实际 值 为 小 , 因 府 ,算出 的 变形 4 也 较 实际 值 略 小 ， 
但 其 相对 误差 小 于 得 杆 模 截 面 的 应 力 计算 式 (1)， 


wA k -Gd (3) 
4R n 
Th fe 5 BE 9 BE Fe BBC EEA N/m, SU ER 2) Be A 
Ast (4) 


上 


$3-7 等 直 非 圆 杆 自由 扭转 时 的 应 力 和 变形 


在 等 直 圆 杆 的 扭转 问题 中 ,分 析 杆 横 截面 上 应 力 的 主要 依据 为 平面 假设 。 
对 于 等 直 非 圆 杆 , 其 横 截面 在 杆 扭转 后 并 不 符合 平面 假设 。 
例如 , 取 一 矩形 截面 丁 ,事先 在 其 表面 绘 出 横 截 面 的 周 线 , 则 
在 杆 扭转 后 可 看 到 这 些 周 线 变 成 曲线 (图 3 - 15), 从 而 可 推 
知 , 其 模 截面 在 杆 变形 后 将 发 生 屹 赐 而 不 再 保持 平面 。 因 此 ， 
等 直 回 杆 在 扭转 时 的 计算 公式 不 适用 于 非 贺 截面 杆 的 扭转 问 
题 。 对 于 这 类 问题 ,只 能 用 弹性 力学 方法 求解。 

等 直 非 国标 在 扭转 时 权 裁 面 虽 将 发 生 翘 曲 , 但 当 等 直 杆 
在 两 端 受 外 力 偶 作 用 , 且 端 面 可 以 自由 扰 曲 时 , 称 为 纯 扭转 或 
自由 扭转 ,其 相 邻 两 横 截面 的 放 曲 程度 完全 相同 , 横 截面 上 仍 
然 是 只 有 切 应 力 而 没有 正 应 力 。 若 杆 的 两 端 受 到 约 东 而 不 能 y3 
自由 楚 曲 , 称 为 约束 扭转 , 则 其 相 邻 两 横 截面 的 想 曲 程度 不 
同 ,将 在 横 截面 上 引起 附加 的 正 应 力 。 由 约束 招 转 所 引起 的 附加 十 应 力 ,在 一 般 
实体 截面 杆 中 通常 均 很 小 ,可 略 去 不 计 。 但 在 薄 壁 杆 件 中 ,这 一 附加 正 应 力 则 成 
为 不 能 忽略 的 量 ?。 本 节 仅 简单 介 组 矩形 及 狭长 矩形 截面 的 等 直 杆 在 自由 招 转 
时 弹性 力学 解 的 结果 。 

为 了 对 和 矩形 截面 杆 进 行 强度 和 刚度 计算 ,下 面 给 出 用 以 计算 模 截 面 上 最 大 


— 1 a eee — 


D HTA EHIE EHEHEH i EEA EE E E-E EE E 3, BY AO, x ae E 
R DS E> ea EAL, 1985 年 。 
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切 应 力 和 单位 长 度 扭 转角 的 计算 公式 


o T _ 
Tmax 一 wW, (3 22) 
T E 
g = Er {3 — 23) 


ATR, W, 仍 称 为 扭转 截图 系数 ;[ 称 为 截面 的 相当 极 惯性 算 ; 而 GI, RE 
Rim PHARM. REH LA wW RT ERA SAR A WwW, 相同 
外 .在 几何 意义 上 截然 不 同 。 
BERAR LM W, 与 截面 八 才 的 关系 如 下 ; 
I, = ab (3 ~ 24a) 
W =e (3 — 24b) 
式 中 ,因数 oe PUMRI-l PHY RAMA MK BHR k 和 6 


的 比值 m = EE. RT LORI, REA AE Ka PA BE a 


32 EREJE L BAT AAR ab FE OER A a a BR A E A 
的 最 太 值 ,可 根据 co FH 3 一 1 中 的 因数 ，, 按 于 式 计算 ， 
T = Yonex (3 - 25) 
ME i AL Fad 4g b+ Sb AY DY fd oe 45 a A CL 3 - 160), EE 
表面 上 没有 切 应 力 , 故 由 切 应 力 互 等 定理 可 知 ,在 横 截 面 局 边 上 各 点 处 不 可 能 有 
垂直 于 局 边 的 贸 应 力 分 量 。 局 理 , 在 矩形 截面 的 项 点 处 切 应 力 必 等 于 零 。 上 抵 形 
截面 上 切 应 力 的 变化 情况 如 图 3 一 16a。 


表 3~1 CUERHAAA KARR HAM a.p My 


1.789 | 2.456 | 3.123 

1.150 | 1.789 | 2.456 | 3.123 

0.753 | 0.745 | 0.743 | 0.743 | 0.743 
附注 ; 1. 当 ma 六 4 时 , 亦 可 按 下 询 近 似 公式 计算 aB Mv: 
(Cm --0.63}, v0.74 


i 
3 


a= ft 
2. 4 m>10 时 ,a Bs 也， v=0.74 


根据 表 3 一 1 的 附注 2, 可 得 狭长 矩形 截 而 (图 3-- L6b) 的 了 和 多 与 截面 尺 
TEHE RH 


As (3 - 26a) 


t| 一 
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fo 3-16 


W, = She - T (3 - 26b) 
ATH- REEHRKH, ALRPERRERER MRR b 政 写 为 5。 
狭长 矩形 截面 上 切 应 力 的 变化 情况 如 图 3 - 16b. DEH 在 沿 长 边 各 点 处 的 方 
阿 均 与 长 边 相 切 .其 数值 除 在 靠近 顶点 手 以 外 均 相 等 。 
例题 3- 8 一 矩形 截面 等 直 钢 杆 , 其 横 截 面 尺 寸 为 = 100 mm, 4b = 50 
mm, KH i =2m, 在 杆 两 端 作用 一 对 矩 为 M,=4000N'm HHRH. FMF 
用 切 应 力 [z]= 100 MPa, HÆRE G = 80 GPa, 许 可 单位 长 度 扭转 角 [ g ]= 
1( pn。 试 校 核 杆 的 强度 和 刚度 。 


解 : 由 截面 法 求 得 T= M,.=4000N'm, H m=O = =2, 由 表 3~1 查 


得 8=0.493 Ma =0.457。 于 是 由 式 (3 -24b) 和 (3 - 24a) SIR 
W, = Bb = 0.493 x (50x 10° m}? = 61.6 x 10° m? 
Al 
I, = ab* = 0.457 x (50 x 10° m)’ = 286 x 10°? mi’ 
根据 有 关 数 据 及 式 (3 - 22) (3 - 23) 分 别 得 


400Nm sn 
for T W O 61.6% 10" pe 8 * 10 Pa = 65 MPa < [r] 


fa T _ 4000 Nem _ 
” GLY (80x10 Pa) (286 x 10? mt) ~ 0-017 45 rad/m 


=1(/m = f¢'] 
以 上 结果 表明 , 杯 满 足 强度 条 件 和 刚度 条 件 的 要 求 ， 
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"93-8 开口 和 闭口 薄 壁 截面 杆 自 由 扭转 时 的 
PEJE 


I. 开口 薄 壁 截面 杆 


ELMP@LEPRRA-HPSR AMM. SSSR Nee PR eK 
不 封闭 的 折线 或 曲线 U ER A FF A ERE ae es EL BB a AG . 角 
钢 等 ) 或 工 字 形 , 构 形 .T 字形 截面 (图 3 - 17) 等 。 这 荣 截 面 的 杆 件 在 外 力作 用 
下 融会 发 生 扔 转变 形 ,本 节 只 讨论 在 和 目 由 扭转 时 应力 和 变形 的 近似 计算 。 


[LIT 


图 3-17 


Ah FETE OO ARE TE ,例如 各 种 轧 制 型 钢 RRR ae RB hs PR 
长 矩形 所 组 成 的 组 全 截面 (图 3 ~ 17)。 根 据 杜 在 自由 扭转 时 横 截面 的 变形 情 
况 , 可 作出 如 下 假设 : 杆 扭 转 后 , 横 截面 周 线 虽 然 在 杆 表 面 上 变 成 曲线 ,但 在 其 变 
形 前 的 平面 土 的 投影 形状 仍 保 持 不 变 。 当 开口 薄 壁 杆 沿 杆 长 每 隔 一 定 距 离 有 加 
SRT, PRR LER ALGER. 由 假设 得 知 ,在 杆 扭 转 后 ,组 人 台 
截面 的 各 组 成 部 分 所 转动 的 单位 长 度 扭转 角 与 整个 截面 的 单位 长 度 扭转 角 y 
相同 ,于 是 ,有 变形 相 容 条 件 

Go =P, = = G5 — (a) 
AP gi =1,2. 8) 代表 组 合 截面 中 组 成 部 分 ; 的 单位 长 度 扭转 角 。 由 式 
(3—23) ,可 得 补充 方程 
式 中 ,了 (i=1,2,…,n) 和 工分 别 代 表 组 合 截面 中 组 成 部 分 i AA EE 
AR EARS TT, AT WORE THAR A RRS. 
FA} 7 ASS A AE, WIE 

二 = 了 ,十 了 ,+ + T, (c) 
联 立 式 (b) 和 (c) ,消去 了 ,G JE, B EAER T HY HI 
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j, = Sir, (d) 

FH OBER. MARA RK RBA, 之 比 很 小 
时 ,就 可 利用 近 亿 公式 (3 -26a) 将 式 (d) 改 写 为 

I = = Di = 5 Nhe (3 — 27a) 


Al 了 求 得 整个 截面 上 的 最 大 切 应 Ar, ,,, 须 先 研究 其 每 一 组 成 部 分 i 上 的 
最 大 切 应 力 re 。 秆 形 截 面 村 在 扭转 时 的 最 大 切 应 力 由 式 (3 - 22) 并 利用 狭长 
WERE W, RERO - 26b) 和 和 上述 式 (b) 的 关系 ,可 得 


fof. 工 
Tina 一 W. = I — T° (e) 


由 式 (e)? 可 网, 该 组 合 截面 上 的 最 大 切 应 力 将 发 生 在 厚度 为 5,., 的 组 成 部 分 的 长 
边 处 ,其 值 为 
Gnax = Ta (3 - 28) 
可 8 

式 中 ,3 为 组 合 截面 的 所 有 组 成 部 分 中 悍 庶 的 最 太 值 。 

在 计算 用 型 锁 制 成 的 等 直 杆 的 扭转 变形 时 ,由 于 实际 型 钢 截 面 的 翼 缘 部 分 
是 变 厚 度 的 , 且 在 连接 处 有 过 渡 贺 角 , 这 就 增加 了 丁 的 刚度 , 故 应 对 I, 表达 式 {3 
~27a) 作 如 下 和 修正 ,并 将 修正 后 的 了 改写 为 J: 

I = 1 She (3 - 27b) 

AT. 7 ABIEAR. WAAR. TEAR y= 1.00; MMB 7=1.12;T 形 
HAE ?= 1.15; CF RR ?=1.20。 在 计算 单位 长 度 扭 转角 时 , 仍 采 用 式 !3 
~23) FUT, 代替 式 中 的 Io 

例题 3-9 一 钢 制 环形 截面 薄 壁 杆 沿 纵向 切 开 一 又, 其 横 截面 如 图 a 所 
AR. PERS MH MM, -30 Nm 的 扭转 力 偶 作 用 。 已 知 环形 的 平均 直 
fe dy = 40 mm, #8 8=2 mm; HH SAB G = 80 GPa, AHA IAR MLE 
RAHN FA A ee SE. PPA Se, EE A HE 
较 两 种 情况 下 的 结果 ， 

解 : 村 有 纵向 切 甸 时 为 一 开口 环形 菏 壁 截面 杆 。 在 计算 其 横 截 面 上 的 最 大 
切 应 力 toe .单位 长 度 扭 转角 gp' 以 及 横 截 面 的 1 和 环 , 时 ,可 将 它 展 开 为 一 狂 
长 宇 形 截面 来 处 理 。 

由 截面 法 可 知 


T= M. = 30N'm 


(a) (b) {c} 


Alg@ 3-9 & 


从 式 (3 一 26a) 和 (3 一 26b) 分 别 求 得 


[= Ghd? = (nd) = F(a x40 x 10° m)(2 x 107 m) 


3 ~ 3 
= 335 x 10°" m 
各 
和 335K 10% m _ 9 
Wo y= Fx T OF x 18 m 
TW, RAAG ~-22),7,1,.6 代入 式 (3 ~ 23), SHB 
OT. 30 Nem _ 
T insa — W, — 167.5 x 10° m? 一 180 MPa 
和 
.TT 30 Nem o 
? = SIT (Ox 10" Pa)(335 X10 my LL? tad/m 
4H ie] DE eR Ae RR ce) ,由 式 (43- 1 计算 其 切 应 力 为 
r= at Nim 6x10 Pa 
0 2x 4640 x 10 mY x (2 x 107? m} 
= 6 MPa 
-P 2% _t, 2 
P f Fo G do 


x 10° x 
= ie Pa o n = 3.75 x 10°? rad/m 
与 前 面 的 结果 比较 可 知 ,环形 截面 杆 若 沿 其 纵向 有 一 切 锋 , 则 应 力 和 变形 的 
数值 将 显著 增加 。 在 本 例题 中 , 切 应 力 和 单位 长 度 扭 转角 因 有 纵向 切 甸 而 分 罚 
增 大 30 信和 300 倍 。 两 种 情况 下 切 应 力 洛 壁 厚 的 变化 规律 和 指向 也 各 不 相同 ， 
分 别 表 示 于 图 b 和 图 c 中 。 
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II. 闭口 薄 壁 截面 杆 


在 工程 中 有 一 类 注 壁 截面 的 壁 厚 中 线 是 -条 封闭 的 折线 或 曲线 ,这 类 截面 
称 为 琢 口 薄 壁 截面 ,例如 环形 薄 壁 截面 和 箱 形 湾 壁 截面 。 在 桥梁 中 经 常 采 用 箱 
形 截面 染 , 在 外 力作 用 下 也 可 能 出 现 扭转 变形 。 本 节 只 讨论 这 类 杆 件 在 自由 捍 
转 时 的 严 方 和 变形 计算 。 

设 一 模 截 面 为 任意 形状 SEEM ORR SAT ,在 两 自由 端 承受 一 
对 扭转 外 力 偶 作用 ,如 图 3- 18a 所 示 。 由 于 慎 慌 截面 上 的 内 力 为 扭矩 ,因此 ,其 
横 截 面 上 将 只 有 切 应 力 。 又 因 是 闭口 薄 壁 截面 , 故 可 假设 切 应 力 沿 壁 厚 殉 变化 ， 
且 其 方向 与 壁 厚 的 中 线 相 切 (图 3 一 18b)。 在 村 的 壁 厚 远 小 于 其 模 截 面 尺 寸 时 ， 
由 假设 所 引起 的 误差 在 工程 计算 中 是 允许 的 。 


图 3 一 18 


取 长 为 dz 的 杆 段 ,用 两 个 与 壁 厚 中 线 正 交 的 纵 截 面 从 杆 壁 中 取出 小 块 
ABCD, 如 图 3 一 18c 所 示 。 设 横 截 面 上 CAD 两 点 处 的 切 应 力 分 别 为 r 和 
n ,而 壁 厚 则 分 别 为 8 和 5,， 根据 切 应 力 互 等 定理 ,在 上 、 下 两 维 截面 上 应 分 
RIAA r 和 r:( 图 3- 18c).， 由 平衡 方程 
TF,=0, 1,8,dz=17,8,dz 
可 得 


rið, = 126; (a) 
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orn 


H F Fr Hie ey PSA Be APE Ye A ACH AR a a a EE ah 
MA r SROSA HRS 之 乘积 为 一 常数 . 即 
T = He (b) 

为 找 出 机 截面 上 的 切 应 力 z SRT SMM KA RE eR HE ds 
的 一 段 KE LRA AAA rds (图 3-181), Re SSR aA, E 
AT fa AFAA- -A O RBH 

dT = (rdds)r 

式 中 ,r BMD O BA AMR rods 作用 钱 的 垂直 距离 。 由 力矩 合成 原理 可 
知 ,截面 上 扭矩 应 为 dT 沿 壁 厚 中 线 全 长 * 的 积分 。 注 意 到 式 (b) , 


T= | aT = | cards - | rds 


由 图 3 一 18d 可 知 ,rds 为 图 中 阴影 线 一 角形 面积 的 两 倍 , 故 其 沿 壁 厚 中 线 全 长 ， 
的 积分 应 是 该 中 线 所 围 面积 A, RE. FR 
T = rd + 2A, 

或 
-了 

2A,6 
FAR Oy Fal A aR S TE A) RAR EE AMO ES 
式 ， 上 式 与 式 {3 1) 在 形式 上 相同 ,但 在 应 用 上 则 具有 普遍 性 。 

由 式 (b) 可 知 , 壁 厚 》 最 薄 处 横 截面 上 的 切 应 力 z 为 最 大 。 于 是 ,由 式 (3 - 

29) 可 得 杆 横 截面 上 的 最 大 切 应 力 为 


(3 — 29) 


T 


(3 — 30) 
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闭口 菏 壁 截面 等 直 杆 的 单位 长 度 扭 转角 o 可 接应 变 能 在 数值 上 等 于 外 力 
功 的 原理 来 求 得 。 

由 纯 剪 切 应 力 状 态 下 的 应 变 能 密度 v 的 表达 式 {3 - 19a) Rx (3 - 29), A 
得 杆 内 任 一 点 处 的 应 变 能 密度 为 


2 


= 大 = 起 (25) - T? 
“= 3G ~ 3G\2A4,4 ~ BGALS (c) 


又 根据 应 变 能 密度 o 计算 扭转 时 杆 内 应 变 能 的 表达 式 (3 -20) ,可 得 单位 长 度 
杆 具 的 应 变 能 为 

f dv 

BGA v & 

AF, V 为 单位 长 度 杆 壁 的 体积 ,dV=1.68:ds = 6ds。 将 dV RAE HS 


V, =| vdV = 
T 


$38 HOP RRR AR AA 81 


一 一 


PRP ZR ET ; 积分 , 即 得 


T? f ds (d) 


© O RBGASI, 8 
Ra IRA Æ iz KET he BR m E FH E F E R RH AO 所 作 的 
功 . 由 于 杆 在 线 弹 性 范围 内 工作 ,因此 ,所作 的 功 应 为 
W = 1g. (e) 
(路 和 (te) 两 式 中 的 VW A W 在 数值 上 相等 ,从 而 解 得 
.TT f ds 
f O AGAL), 3 
即 得 所 要 求 的 单位 长 度 拥 转 第 。 式 中 的 积分 取决 于 杆 的 壁 摩 $ 沿 壁 厚 中 线 ; 的 
变化 规律 。 当 壁 犀 6 为 常数 时 , 则 得 


y 


(3 ~ 31) 


p = TGM} (3 - 32) 

APF, AMER PRM SK. 

例题 3~ 10 一 环形 薄 壁 截面 杆 和 一 正方 的 箱 形 薄 壁 截面 村 (图 a,b) ,两 杆 
的 材料 相同 ,长 度 /、 壁 刘 5 和 横 截 面 面 
积 亦 区 相隔 。 若 作用 在 杆 端的 扭转 力 情 6 5 
也 相同 , 试 求 两 杆 切 应 力 之 比 和 单位 长 度 pt 
扭转 角 之 比 。 oS 

Ms (3-29) R(3- 32) 可 见 , 这 
类 截面 的 切 应 力 和 单位 长 度 扭 转角 都 与 


SRR AMR MBS. 设 环形 和 “ o) 
箱 形 薄 壁 截面 的 面积 分 别 为 A， 和 A,， 例题 3- 10 图 
其 壁 厚 中 线 围 成 的 画 积 分 别 为 An M Ano 
显然 A, =2nr,8, A,=4b8 

因为 A, = 上, 所 以 

onr,é6 = 4éé 
从 而 有 

b= -了 (1) 

tt AoW AA r, EM: 

Ag) = nr; 


由 此 得 
Aa _ 4 
t (2) 
从 式 (3- 29) 可 得 环形 与 箱 形 菏 壁 截面 上 的 切 应 力 r ,ri 之 比 为 
ESE AN 
Ti Am L Aw _ mw 
ry = a = Au, = 4 = 0.785 (3) 
JAn s 


2A) A (3 - 32) 求 环形 与 箱 形 薄 壁 截面 杆 的 单位 长 度 扭 转角 p gZ 
HE: 


2 D j Ts (Ae) a 
p, 4GA S] 4GAi 8 Agi! $ 
2 Fnr 
-一 as È 0 = 
- (7) T = 0.617 (4) 


式 中 ,si,s; 分 别 为 环形 和 箱 形 薄 辟 截面 壁 厚 中 线 的 全 长 。 

计算 结果 表明 ,在 本 例题 规定 的 条 件 下 ,环形 截面 杆 的 切 应 力 和 单位 长 度 招 
转角 均 低 很 多 ,其 抗 扭 性 能 较 好 。 此 外 , 箱 形 截面 在 内 角 处 还 有 应 力 集 中 ,时而 
环形 截面 较为 有 利 。 


思 考 题 


3-1 BERGA MREKRRRM REM LRA EMA PAR 
离 体能 否 平 衡 ? 

3-2 MRANA. CRAMELE S y 方向 成 8 角 的 切 应 力 z, 试 根据 切 应 力 互 等 定 
理 , 剖 出 其 他 面 上 的 切 应 力 。 


思考 题 3- 2 图 思考 题 3 一 3 图 思考 题 3-4 图 
3-3 试 结 出 图 示 圆 轴 的 横 裁 面 及 径 向 截面 上 的 切 应 力 变化 情况 。 
3-4 由 实心 医 杆 1 及 空心 圆 杆 2 组 成 的 受 捏 图 轴 如 图 所 示 。 假 设 在 扭转 过 程 中 两 杆 
无 相对 滑动 , 若 (a) 两 杆 材料 相同 , 即 G = CG,;(b) 两 村 材料 不 同 , 6G, = 2G, , 试 给 出 横 截面 上 
切 应 力 沿 水 平 直径 的 变化 情况 。 
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3-5 RAT IEA d BURRE AA m BB ada Ld A TE pT i PEP de eH 
A OM, , BATHE; 

Cl) BAM Ar, Beall? AMPA? 

(2) HOH g BAM? HHA? 

3-6 Wahh SUR A HAT RA ABE. CDE 和 一 个 通过 梓 输 的 纵 截面 ABCD RR 
取 的 - -隔离 体 , 由 横 截 面 上 的 团 应 为 分 布 规律 和 睹 应 山下 等 定 旦 ,可 得 贾 离 体 各 载 面 上 的 切 
MH op AG ABP b PTa, it [hy - 

(lL) GR ARCD | Wi HRT Ponta A J BY eR 

(2) RAJAR mA A Y ey? 


E 


SK 
(a) (b) 


Baas 6 图 


3-7 ABRIC APA RABE TSA AR OSM G Heed. T 
们 均 固 结 于 财 性 块 BC LA BE ,在 截面 D PES A OM, ,如 图 所 示 。 试 利用 外 力 
ATER ERA LS FRA ER XA. LADD RPR AH ono 


BPE 3- 7 图 


3-8 PARER abe 三 种 不 同 加 载 情 况 下 ,在 线 弹性 范围 内 工作 , 自 变形 微小 , 试 
[ay 
) 图 “党 力 情 况 下 的 应 力 是 否 等 于 图 ab A Fa aa 变形 是 否 也 如 此 ? 
(2) 图 < 受 力 情况 下 的 应 变 能 WW, 是否 等 于 前 两 种 情况 下 的 应 变 能 Va 和 Va AES 
ATA? CH d= 100 mm,M,—-SkNem,M. = 10 kN 
3-9 INS ARH ee AM, KA REAR abcd 
RAER EREA? 为 什么 ? 


思考 题 3-9 图 


=F 5 og F 
CA) iy cS 
é 1,249 
0.8d, 
(a) {b} (c) 
思考 题 3- 10 图 


3-10 KERR BM o 亿 的 三 根 薄 壁 戴 面 丁 的 机 截面 如 图 所 示 。 若 三 杆 的 机 


端 都 受到 相同 的 一 对 拭 为 M, 的 扭转 力 个 作用 , 且 杆 在 弹性 范围 内 工作 ,试问 其 横 截 面 上 的 
切 应 力 盟 个 大 ,哪个 小 ? 


习 题 
3-1 一 传动 轴 作 勾 束 转动 , 转速 = 200 rainin, 轴 上 装 有 五 个 轮子 ， 主 动 轮 UBAH 
HRA skw, A3, I, II, IV, 依次 输出 18 kW,12 kW,22 kW 和 8kW。 试 作 轴 的 所 


7 H. 

3-2 一 钻探 机 的 功率 为 10 kW, HE n= 180 rimin, BA HALB RE L= 40 m。 
如 土壤 对 钻 杆 的 阻力 可 看 作 是 均匀 分 布 的 力 偶 , 试 求 分 布 力 偶 的 案 诬 m, HERR 
图 ， 

3-3 BRA d=50 mm, RH 120 r/min, £ E LEa 
60 MPa ,试问 所 传递 的 功率 为 多 太 ? 


习题 3- 1 图 习题 3- 2 图 

3-4 空心 钢 轴 的 外 径 D= 100mm. Ai d 一 50 mm。 已 知 间距 为 /=2.7m 的 商 横 截 
向 的 相对 所 转角 ge -1.8 PR PB EO = BO GPa, WR.: 

C1) RAPS BURR AG a A 

(2) RHEL n= 80 r/min 的 速度 旋转 时 A AS ATE 

3-5 “Kol BA AY ed = 100 mm, K = 1m, REESE OM, = 14 kN-m, $ 
EAR A G80 GPa, WR: 

CL) RRA ED Jy Ae A d Ek fol YY A A 

(2) BURR E A, B.C TAA AHWR: 

C3) CSC Mb AY OU Le 


习题 3- 5 图 “73-6 图 


3-6 ER- BAR. d= 40 mm, a = 400 mm, G = 80 GPa, gpa = 1", BR: 

Cl) MAMMA, 

(2) 截面 A A FRC HEM. 

3-7 SEAN AK AS KEEBLE BH 50 kW ,转速 为 300 r/min, fe AGH 75 mm, #7 TE 
正常 运转 下 且 只 考虑 扭矩 作用 ,其 许 用 切 应 力 [z] = 20 MPa。 试 校 核 轴 的 强度 。 

3-8 CMR (BAB 3-2 图) 的 外 径 卫 =60 mm, NE a =50 mm, 功率 P= 
7.355 KW, Feo» -180 rimin, HEPA + OR -40 m, EPR G = 80 GPa, iF FAB Hi 
"rl 40 MPa, HR BR E E RI BG FF AT BB A ERE AG AY RR 

CL) KAREE +a St SP AO HS m: 

(2) 作 咎 杆 的 扭矩 图 ,并 进行 剖 度 校 核 ，; 
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(3) 两 灌 截 面 的 相对 扭转 负 . 

3-9 图 示 统 车 出 两 人 问 时 操作 , 若 每 人 在 
手 晒 上 党 旋转 的 邹 疝 作用 力 天 均 为 0.28N ,已 抽 
轴 材 料 的 许 用 切 应 用 1r]= 40MPa, 试 求 ， 

(tL) AB MP BE; 

(2) RPE RRA RAB 

3-10 直径 了 = 有 mm 的 等 直 圆 村 ,在 自由 
So RB RES AAA M, = 12 kN nm, 而 在 圆 杆 
表 而 上 的 4 点 将 移动 到 由 点 ,如 疼 所 示 、 已 知 


Ay > AA, —6.3mm, BARA A EEA E = 200 


GPa TARTAR EE ，. ET: I ER = PE OE Gy ETE G = 
KP. 


E 
TETTU 


习题 3- 108 


3- 直径 9 =25rmmm 的 钢 圆 杆 , 受 轴 向 拉 方 60 kN 作用 时 ,在 标 距 为 200 mm 的 长 度 
内 伸 长 了 0.113 mm. MERZ- HARABE M, -0.2 kNm At, TERE H 200 mm 的 
长 度 内 相对 扭转 了 0.732" 的 角度 。 试 求 钢材 的 大 性 常数 下 ,各 和 和， 

3-12 长 度 梢 等 的 两 根 受 扭 圆 轴 ,一 为 空心 圆 轴 .- 为 实心 贺 轴 ,两 者 材料 相同 SA 
wW FE. SCR ATE A 了 ;空心 办 外 标 为 DAA da, Š 20.8, 试 求 当空 心 轴 与 实心 


辖 的 最 大 切 应 力 均 达 到 材料 的 许 用 切 应 力 {r。。 = Oe) ME T 相等 时 的 重重 比 和 出 彤 比 ， 


习题 3- 12 图 习题 3- 13 图 
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3-13 全 长 为 1 两 端面 直 笃 分 别 为 dd ARREARS PIRE M., 
如 图 上 志 示 、 斌 未 杆 两 端面 间 的 相对 所 转角 . 

3-14 已 知 实心 贺 轴 的 转速 a- 300 mmnin, 传 递 的 功率 P330 kW, 轴 材料 的 许 用 切记 
力 [ rj=60 MPa. WERE G=80GPa SERRE IM 长 度 的 相对 扭转 角 相 超过 王 , 坛 求 该 轴 
的 直径 ， 

3-15 BR SAA. Cae FA M, -— 2.90 kNem, Ma =7.20 kN:m, M, — 4.21 
kNm FAUM Al = 70 MPa ARAKEA o ] = 10m, HE OG = 80 GPa 
LAB at REM IE d. 


M, Mp Me 
© q4 C Ô 
Í 1.0 m ‘ 0.5 m “ 


习题 3-15 图 习题 3 一 16 图 


3-16 BRR AE 段 为 空心 ,外 径 吃 -1 和 和 mm; 内 径 d=100 mm: BC RAE, 
直径 d=100 mm: $+ AB M, = 18 kN m, Ms = 32 kN-m,M, =14kN:m, 已 知 :[+1= 
80 MPa, [e j=1.2()m,G =80GPa。 试 校 核 该 轴 的 强度 和 刚度 。 
3717 本 题 3- 上 中 所 示 的 轴 , 材 料 为 钢 , 其 许 用 男 应 力 " r] =20 MPa, RE G = 
80 GPa ,许可 单位 长 度 扫 转 胡 [g] =0.25 Cm. WRR RA a A. 
3-18 一 直径 为 4 的 实心 圆 杆 如 图 ,在 承受 扭转 M. M 
AGS M. 后 , 测 得 圆 杆 表面 与 纵向 线 成 45" 方 向 上 的 一 一 一 
的 表达 式 ， 
3-19 A— ORY 25 mm. A 4 250 mm 的 空 习题 3_18 图 
LRA HEKEI m, 作 用 在 轴 两 端面 内 的 外 为 
个 矩 为 180 kNin 坛 确定 管 中 的 最 大 切 应 轿 ,并 求 管内 的 应 变 能 ,已 知 材 料 的 切 变 神明 
G = 80 GPa: 
3-20 一端 固定 的 圆 截面 杆 AB REER Y n A 
均 布 外 为 偶 作 用 .如 图 所 示 。 试 求 杆 内 积 著 的 应 变 能 ， 
CWA A A ERE G, 
3-21 MITA d-i mm HR eR 
BSA F=0.5 kN FA, SRM EM RBH D- 
125 mm, 材 料 的 切 变 模 量 G=80 GPa RX, 
C1) SEAT AREA EH ; 
(2) AEREAS F omi APSE Bo eae 
3~ 22 A BES GFR eR Se yt 
RH HES d- 10 mm, 上 端面 平均 半径 R, = 5em, F das 208 
Hati F EE 9 R: 一 40 cm, 材 料 的 许 用 切 应 力 [r] = 500 MPa, 切 变 模 量 为 避 ; 弹 著 的 有 效 图 数 
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为 n。 试 求 : 
(1) RR RFT ET, 


(2) ERME A! - BEER, + ROR? RE), 


M, M 


FG 


习题 3- 23 图 
3-23 ACRE PRAT RS ABH M. -AkN-m. GHA ERE OG = 
80 GPa, ASK ; 
(1) FARKIN DRAP MEAD, 
(2) ARAB Aw, 
(3) 杆 的 单位 长 度 扭 转角 。 
3-24 图 示 工 形 萍 整 截面 杆 的 长 度 /2 m, 在 两 端 受 扭转 力 情 矩 作用 ,材料 的 切 变 模 


量 忆 =80GPa, 杆 的 模 截 面 上 的 扭 宕 为 了 =0.2kN'm， 试 求 杆 在 纯 扭 转 时 的 最 太 切 应 力 及 
单位 长 度 扭转 角 。 


-一 120 一 一 = 


习题 3- ?2 图 


“J 3-25 图 


—— 120 — 


10 


Ji 3-24 图 


3-25 图 示 为 -周口 泗 辟 截面 杆 的 模 截 庙 , 杆 在 两 端 开 受 一 对 外 力 侦 答 OM, 材料 的 
WA Ho) = 60 MPa, WR: 


CL) 按 强 度 条 件 确 定 其 许可 扭转 力 偶 矩 [AM ] ; 


习 题 89 


(2) 若 在 杆 上 诊 母 线 切 开 一 条 继 , 则 其 许可 扭转 力 偶 矩 [ M, ERES? 

3-26 BRASS HARTA RR HERR PR AR. 两 
杆 的 长 度 和 材料 也 相同 2 SB — RT OR : 

(1) 最 大 切 应 力 之 比 ; 

(2) 相对 扭转 角 之 比 。 


开口 环形 截面 闭口 厢 形 截面 


习题 3-26 图 


S05 8 Hw 7 


$4 一 1 MeSH AR RRA A 


L 弯曲 的 概念 


等 直 杆 在 其 包含 村 轴线 的 纵向 平面 内 , 永 受 和 下 直 于 十 轴线 的 模 辐 外 力 或 外 
力 侦 的 作用 下 , 杆 的 轴线 在 变形 后 成 为 曲线 ,这 种 变形 称 为 弯曲 。 凡 是 秘 弯 山 为 
ER SBOE GEAR. 梁 是 一 类 常用 的 构件 .几乎 在 各 类 工程 中 都 占有 重 
Se HAE 

CRE fe A OLAS GOIN a-la, b,c 中 的 梁 AB ,其 横 截 面 都 只 有 对 称 轴 ， 
同时 ,次 上 所 有 的 外 为 (或 外 为 的 合力 ) 均 作用 在 包 会 该 对 称 轴 的 纵向 平面 ( 称 为 
纵 对 称 面 ) 内 .由 十 梁 的 几何 ,物性 和 外 力 均 对 称 于 梁 的 纵 对 称 面 ,因此 , 滩 变 形 


Fel 4 - tf 


$4 一 1 对 称 弯曲 的 概念 及 荣 的 计算 简 图 9! 


TA. CASH h TREE E ARAE FE SAM EP RES. A 
RAH EH. HETRE AIAN EH, RE. EEA AIA SAHA 
HIESARI AR B r se Pp 2 ty E SE RRG G. ER h E y a) Be ie 
单 和 最 常见 的 情况 a EAS A E RA MEETA, AE MT 
称 弯 则 问题 ,将 在 4 材料 力 尝 (开阔 的 第 一 章 中 介绍 .。 


SH HAA 


I. 梁 的 计算 简 图 


由 于 所 研究 的 是 等 截面 的 直 梁 ,而 且 外 力 为 作用 在 梁 纵 对 称 面 内 的 平面 力 
系 , 因 此 ,在 梁 的 计算 简 图 中 就 用 梁 的 轴线 代表 梁 。 染 的 支 座 按 其 对 梁 在 荷载 作 
用 平面 的 约束 情况 ,可 简化 为 以 下 三 种 基本 形式 。 

1. Bee ”固定 端的 简化 形式 如 图 4 一 3a 所 示 。 这 种 支 座 使 梁 的 端 截面 
也 不 能 移动 ,也 不 能 转动 。 因 此 ,对 渠 的 端 截面 有 3 个 约束 ,相应 地 ,就 有 3 个 支 
友 力 , 即 水 平 支 反 力 Fh, WELAN Fe MENM 的 支 反 力 偶 ( 图 4 -34)。 
例如 图 4- le 中 木 树 下 端的 支 座 和 止 推 长 轴 瞪 等，- 般 都 可 简化 为 固定 端 。 

2, MERE ”固定 铵 支 座 的 简化 形式 如 图 4- 3b 所 示 。 这 种 支 座 限制 


(a) 4 (b) (c) 
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梁 在 文 座 处 沿 水 平方 向 和 铅 垂 方向 移动 ,但 并 不 限制 粱 绕 较 中 心 转动 。 因 此 , 固 
JE BE RE RE EDA 2 个 约束 ,相应 地 就 有 2 PRR AKER RT Fa 
ASE RRA Fe, (E 4-3e). WR 4-lPHMNCARE ER SEP MAS 
X AB A ik PR EE RK 90 AEA E OEE 

3. ARR HRSA MA 4-3: 所 示 。 这 种 支 座 只 限 
ERA EAT RRMA. AE, eR RL 1 个 约束 ， 
相应 地 也 只 有 1 个 支 反 力 , 即 垂直 于 支承 面 的 支 反 力 FP, (4-31), Wie 4 
-la 中 的 凸 形 垫 板 支 座 .桥梁 下 的 辑 轴 支 座 和 滚珠 轴 孙 等 , 均 可 简化 为 可 动 铵 
支 座 。 

梁 的 实际 支 座 根据 其 约束 情况 ,通常 可 简化 为 上 述 三 种 基本 形式 。 但 是 , 支 
座 的 简化 往往 与 对 计算 的 精 庶 要 求 ,或 
与 所 有 支 座 对 整个 梁 的 约束 情况 有 关 。 
例如 ,图 4-4a 所 示 树 人 和信 芯 墙 内 的 过 识 ， 
由 于 插 人 端 较 短 ,因而 梁 端 在 墙 内 有 微 
小 转动 的 可 能 ;此 外 当 梁 有 可 能 发 生 水 
平移 动 时 ,其 一 端 与 砖 墙 接触 后 , 砖 墙 就 
限制 了 梁 的 水 平 称 动 。 因 此 ,两 个 支 座 
HH PMLA ERE, 而 另 一 
PNT HAT Bh eR EE 4 — 4b), 图 4 一 tb AD EA E E a BY ey ag 
情况 ,读者 可 自行 分 析 。 

AD Eso TT RRA tAE, RAAB SER Ew ] 个 
eS WS 个 支 反 力 可 由 平面 力 系 的 3 个 独立 的 平衡 方程 求 出 。 这 种 
梁 称 为 静 定 梁 。 图 4 一 5a,b,e 所 示 为 工程 上 常用 的 三 种 基本 形式 的 静 定 梁 , 分 
别称 为 悬 略 梁 、 简 支 深 和 外 伸 汪 。 图 4 -1a,b,c 所 示 梁 即 为 这 三 种 梁 的 实例 。 
有 了 时 为 了 工程 上 的 需要 ,对 一 个 梁 设 置 较 多 的 支 座 {图 4 5d ce) ,因而 梁 的 支 反 
力 数 目 多 于 独立 的 平衡 方程 的 数目 ,此 时 仅 用 平衡 方程 就 无 法 确定 其 所 有 的 支 


反 力 ,这 种 梁 称 为 超 静 定 梁 。 关 于 超 静 定 梁 的 解法 将 在 第 六 章 中 介绍 。 
(a) (d) 


~ }#—— 
i. eee See eee one 
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梁 在 两 支 座 间 的 部 分 称 为 跨 , 其 长 度 则 称 为 梁 的 跨 长 。 常 见 的 静 定 梁 大 多 
是 单 跨 的 。 

例题 4 一 1 求 图 a 所 示 多 路 静 定 梁 的 支 反 力 。 

解 : 组 合 梁 的 AC 段 为 基本 梁 或 主 梁 ,CB RAER, 

Re RAR SOR Pe C 拆 开 ( 图 hb) ,通过 平衡 方程 求 出 副 梁 CB 的 支 反 
He Ra BR CBMATRRA Fe. Fe, RA, MEER AC 的 C 点 处 ， 
求 出 主 梁 AC 的 支 反 力 。 


M,=5 kN-m 


g=20kN/m 


例题 4- 上 图 


(1) WRR CB , 梁 上 的 均 布 荷载 以 其 合力 代 蔡 ,合力 的 作用 线 通过 均 布 荷 
载 图 形 面 积 的 形 心 。 由 平衡 方程 
JF,=0), F =0 
SMa =0, -F x5mt (20x10 N/mx3mx2.5m)+5x10 Nem=0 
Fa =31x10 N=31kN 
SF, =0, Fp, =(20x10° N/m* 3m) -31 x10 N=29x10 N=29 kN 
(2) 研究 梁 AC ,由 平衡 方程 
SF, =0, Fa =0 
LF,=0, Fy, =50kN+31kN=81 kN 
aM, =0, 
M, =31X 10° N*1.5m+$0x 10' Nx 1m=96.5 10" N'm=96.5 kN:'m 
为 了 惧 核 所 得 反 力 是 侍 止 确 , 读 者 可 检验 整个 梁 系 是 否 满足 平衡 条 件 。 


94 RARE BH RL A 


$4-2 RHN HASH - HARASS HA 


1. SRA) 59 7) 30 ie E 


为 了 计算 深 的 应 力 和 位 称 , 应 先 确定 洪 在 外 力作 用 下 任 一 横 截面 二 的 内 上 力 。 
洗 作 用 在 梁 上 的 全 部 外 力 ( 包 括 荷载 和 支 反 力 ) 均 为 已 知 时 ,用 截 蜡 法 即 可 求 出 
THA A. 

ein RRR EDA CRA 6a) CRB ERIH F, MP, RA AK 
AB fa A oe 的 原点 ,为 计算 坐标 为 + BE — BRR o -om ERA RE 
RR m- m 假想 地 把 梁 截 分 为 两 段 (图 4- 6b,c)。 分 析 梁 的 左 段 (图 4- 
6b) ,由 在 这 段 染 上 作用 有 向 主 的 外 力 下 , ,为 满足 沿 yy 轴 方 向 力 的 平衡 条 件 . 故 
在 横 截面 hw 一 wx 上 必 有 一 作用 线 与 平行 而 指向 相反 的 内 力 。 RAHA F., 
则 由 平衡 方程 


可 得 
F, = F, (a) 
FAWD, FIH POP Mat H. BIT Bade AE BER AYR a o 
ARRE EUH — 5 ORF A A. REA Re MT eae 
SiMo= 0. M-Fyr=0 
可 得 


S4-2 RADARS. AeA See 95 
M = F,r thb} 
EÒ C ABRE m- om HEC: ADRE M ARANE, 

ARR RRA 广 - 关 上 的 切 力 和 过 后. 实际 上 是 右 段 梁 对 左 段 渠 的 作用 。 
根据 作用 与 反作用 育 理 可 知 , 右 自 潜在 同一 模 截 面 mom ERRAI E, E 
数值 二 应 该 分 别 与 式 (al,(b) 相 等 ,但 指向 和 转向 相反 (图 4- 6c)。 若 对 右 段 梁 
列 出 平衡 方程 ,所 得 结果 必然 相 问 .读者 可 月 行 验证 。 

AA ,让 两 段 染 上 算得 的 同一 横 蕉 面 a 
nom LAD AMP EEE S E tE +H 
问 ,联系 变形 情况 对 前 力 AES L J 7 
以 规定 。 为 此 ,在 模 截 而 m- m Ak, AB 
取出 民 为 dz 的 微 段 (图 4 一 7), 通 常规 定 
dr GER AY AE Sa We) Li A ae F Bt a 
时 (图 4 一 7a), 横 截面 om omn 上 的 前 力 下 、 © 
为 止 ,反之 (图 4 一 7b) 为 负 ; 当 dr RAMS 
由 为 向 下 凸 , 即 该 段 的 下 半 部 受 拉 时 {图 4 “an 
7c) WR bY SAE RSC 4 - (Eh) 

TA) AT. Fl4-6bmMe ART os AY RR E m 

-m KES Ae ee hy BA ES 。 图 4-7 
例题 4-2 图 a 为 图 4-1a 所 示 梁 的 计算 简 图 . CAF, F,H F,>F,, 

BARF a,b, c Md, RR BE E.F Rha bBo Rae se 

解 ， AR RRR LSA L—e HAS, PERM ERH F, AF,(A 
al. 由 平衡 方程 

SM=0, Fil- Fa-F,p=0 


和 
YMD, -Fyi +F (i-o a)+ F (i-b}=0 
解 得 
F, FU -a)+ FiU ~- b) 
é 
和 
Poa 十 
F = 


当 计 算 横 截面 上 上 的 剪 力 F MAE OM, H RR E 假想 地 截 开 ， 
WR A BOR ,并 假定 Pa 和 Me BIA IEM, WE b BRR, 由 梁 段 的 平衡 方程 
LF.=0, F,- Fy, =0 
可 得 Pop = Fy (1) 
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一 


fil 4- 2 图 


SM0, Mp Fu =Ù 
Fy 48 Me = Fe (2) 
fe My TE, a BR a? BB J RI Se A EY GE. eA A 
BERE c 来 计算 FL. AM, 以 验算 上 述 结果 。 
WARAH F LAMA. AM, WOR F RRS W 
HA BOE ,并 假定 Fy, WM, HAER, Ad 所 示 。 由 平衡 方程 
EF, =0, Fee + Fy, =0 


可 得 Fer = — Fs (3) 
~M,=0, -Mrt Fd =6 
可 得 M, = Fad (4) 


求 得 的 ss 为 贷 , 说 明 与 假定 的 指向 相反 , 即 应 为 负 菠 ; M, 的 结果 为 正 ,说 明 假 
定 的 转 问 正确 , 即 为 正 鼻 。 

在 以 上 (一 (4) 各 式 中 ,本 应 将 求 得 的 支 反 力 下 , 和 Fe 代入 ,但 为 了 表达 
清楚 , 略 去 了 这 一 步骤 。 

例题 4-3 图 4-1lc 中 挡 水 墙 本 桩 的 计算 简 图 为 一 在 整个 长 度 上 受 线 性 
分 布 荷载 作用 的 基 臂 梁 , 如 图 a 所 示 。 已 知 最 大 荷载 集 度 g = 20 kN/m, HK 


S4-2 课 的 前 力 利 变 下， 0 AEM AE A 97 
f=2merlm: 试 求 己 , 卫 两 点 处 横 截面 上 的 前 力 和 弯 矩 。 
E: DRAB ARR LAA 
IF, A A oe eg oy ee se — l AG E 
段 来 计算 WARM RAH. 
ARRE CC 上 的 谭力., My 
窍 AM 。 应 用 截面 法 ,六 也 截面 左近 的 
REC b) 进 行 计 算 . ARR Ea 


t 
gad 


荷载 的 合用 为 a7 " BE Far 和 M- 
均 为 正 。 由 左 段 梁 的 平衡 方程 
1 = — _ oa" 
UF, =(, Pe, 3} 0 
得 
go 
Tse 7 77 
x 10° 2 
_ (20 19 Nim) m} = -5x i0 N=-5kN (1) 
SMe =Ù, MI. + 2 x350 
得 
M, ~~ 40%, _ (20X 10° N/m). m) 
t 6/ 6x 2m 
=~ 1.667 x 10° Nem =~ 1.667 kN-m (2) 


WHER A PASM. 均 为 负 值 , 即 其 指向 和 转向 与 图 中 相反 。 
计算 横 截 面 B LMR AK, HEH M,. 同 理 ,应 用 截面 法 取 截 面 左 侧 的 梁 
段 ( 图 c)。 由 平衡 方程 


va t 
DF,=0, -Fs- <0 


得 


Pog = — 


l 20 x 10° x 3 
ay __¢ 10 Nim) X2.m _ 9919’ N= —20 KN (3) 


gol (20x10 N/m) x (2 mY 
6 6 


9g aOR F Aw A 


=— 13.33 x 10° Nm =- 13,33 kN-m (4) 
计算 结果 表明 PLM, KAA LB. 

KERR RRR PAA ARR RRR HAAS 
EEES, — Me AS a RA SC, TT Ee MA a TE HK 
SR G12 BR gE BY 77 Ag E 

Cl) RRA LMM AAR ES FRA WR RR EAHA RA, 
fh Ac Ee be) ERARA MRS EA Poh SIE Re , S| 
E mE A o 

(2) RR LM EESE LET RH AMA ARE LAAR 
Abi AR ZR, DRERM MA MM Gi bob His REA 
TT) POS EARS. FRA ER Eh A, st tS i H 
HY ike fÈ S AE a BG EY 94 e AY Se fh (A E; R RB Lesh BR St 
相反 o 


i. SAARBAERAR : WAAN g 


在 一 般 情 况 下 ae a TY BY yA 2 PR Ba, ig 
模 截 面 沿 梁 轴线 的 位 置 用 坐标 e FE UA A PE ey Y 
表示 为 坐标 x 的 函数 , 即 

F= Fx) 和 M= Mtr) 

以 上 上 酚 式 表 示 沿 梁 轴 线 各 横 截 面 上 剪 力 和 完 征 的 变化 规律 ,分 别称 为 梁 的 剪 力 
ARAGEAR. 

Uh i E BAD BE A As os LT PU E EAA A ,根据 
UY 11 TR RSA RH RR Por) RM Mr MAA ARARSA REN 
LY Hy RRB SE A SP BO se, 2 et E E BY 
力图 在 < 轴 的 上 侧 ; 至 于 正 值 的 弯 和 矩 则 画 在 粱 的 受 拉 人 出 ,也 就 是 画 在 x 轴 的 下 
ft. 

应 用 前 力图 和 弯 第 图 可 以 确定 梁 的 前 力 和 灾 第 的 最 大 值 , 及 其 所 在 的 截面 
{iE St IT RRA EASE Tao. 

例题 4-4 图 a 所 示 的 悬臂 梁 , 在 全 梁 上 受 集 度 为 g 的 均 布 荷载 作用 ， 试 
fe RD By HS A. 

R: AHATE ERR ARR A. DEDEH r 的 任意 横 截面 
‘图 4), 考虑 虎 面 右 侧 的 染 段 , 写 出 任意 横 截 面 [HY 8Y A AI EFE BN RY BT Hy 
FAYE: 

Fir) = qr (Oe r <7) (1) 
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Mor) =- gr 2 =- (OS ed (2) 


HADJA, AA S<: 范围 内 的 倾斜 直线 。 只 需 确 定 线 上 两 
a, PAGE x =O Ab Po=O,7=0 处 下 .= 时 , 即 可 给 出 其 剪 力图 { 图 bls FA xk (2) 
TA, SRA AE Sr <: 范围 内 的 二 次 抛物 线 , 这 就 至 少 需 确定 其 上 的 三 个 


2 2 
Alan 2 =O 处 M =0,x= 方 处 M = -人 i=7 处 M= - 对 , 才 可 将 其 绘 册 


8 
( Cho 
H PY FY ORL, E a See Ab a TB A KB ， 


2 
= qi M M a” T E) 


例题 4~5 图 a 所 示 的 简 支 粱 ,在 全 梁 上 受 集 度 为 g 的 均 布 荷载 作用 。 试 
ERRI A A A E E. 

E: 对 于 简 支 梁 , 须 先 计算 其 支 反 力 。 本 例 中 ,由 于 荷载 及 支 反 力 均 对 称 于 
RM Alt ARAB aS, AUP =0, 得 


F, =F, = # 


2 
EB Ae CBR RA x 的 任意 横 截面 (图 a) MUSE BS BY Hy Ane Ay 
Fo(x) = Fy ~ gr = Ẹ -qr (O< x <2) (1) 
M(x) = Fa -qr + Z = Mt. oe O<2<1) (2) 


DO RER rsi RL Re ARI ASE: 截面 处 ,时 ,Fs WARE AH 
秆 与 实际 约束 情况 有 关 。 凡 后 类 仙 的 情况 也 应 作 相 同 的 理解 . 
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例题 4-5 图 


由 式 (1) 可 知 ,前 力 图 为 一 倾斜 直线 ,而 由 式 (2) 可 知 , 弯 矩 图 为 一 条 二 次 抛 
物 线 。 仿 照例 题 4 一 4 中 的 绘图 过 程 , 即 可 绘 出 前 力图 和 弯 纸 图 (图 b,c)。 


由 图 可 见 , 梁 在 滩 跨 中 点 横 截 面 上 的 弯 矩 值 为 最 大 ,M = = 对 ,该 截面 上 


下 .二 0; 而 两 支 座 内 侧 模 截 而 上 的 剪 力 值 为 最 大 ,下 = = £ Ete, 负 值 )。 


例题 4-6 图 sa 所 示 的 简 支 梁 存 CAUSE PHRPS 作用 。 试 作 渠 的 前 
AAMAHE . 


oo; 


fi 4—6 图 


解 : 由 平衡 方程 了 Me =0 WM, =0 分别 算 得 支 反 力 ( 图 a) 为 


$4.2 ENB HASE- 前 力图 和 计算 图 101 
Fh Fa 
P? i 

AT SEE C AAR TAR FORTE RS, eR EE RR RB 
AAA AR AME Ree ROA AC 和 0CB BR HSH AAS 


F, = F, = 


KE. 
IIF ACRE. HEJA RIEA ERSA 
F Cr} - = (O< 2x <a) (1) 
M(r) = Pe (0 <r <a) (2) 
对 于 BCR, AMEE EH 
Fa) = $ ~ F =- FUA) =- (a<z<l) (3) 
Mtr} = Se- Flr- a) = FEU ~ x) (aril) (4) 


由 (1),(3) 两 式 可 知 , 左 、 右 两 梁 段 的 前 力图 各 为 一 条 平行 于 r 轴 的 直线 。 由 
(2),(4) 两 式 可 井 , 左 , 石 两 梁 段 的 弯 矩 图 各 为 一 条 余 直 线 。 根 据 这 些 方 程 给 出 
A AAS eA b,c 所 示 。 

由 图 可 见 , 在 5 >a 的 情况 下 , AC 段 梁 任 一 横 截面 上 的 前 力 值 为 最 大 ， 


Fn = 7 ;而 集中 茵 载 作用 处 模 截 面 上 的 福 第 值 为 最 大 , Mpa = 了 加; 在 集中 


荷载 作用 处 去 , 右 两 侧 截 面 上 的 前 力 值 有 罕 变 。 

例题 4-7 Ba Mri SRE C AM SHAM, 的 集中 力 偶 作用 。 试 作 
BRK BY A AASER 

解 : 由 平衡 方程 Wo =0 REM =0, 分 别 算得 支 反 力 (图 a) 为 


Af, M 
F, = Fa + Fha = T 
F, M, Fy 
a b 
(a) 4 B 


例题 4~7 图 
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由 于 简 ee LARA AKHTAR EECA Me RAB —PTHARE, 
(AC ACE BRAWN SEA BRA. 这些 方 积分 别 为 


Fala) = M: (O< 4 <7) (1) 
M. p 
AC ER. Mtr)= a (O24 Sa) {2) 
NM vi. 
CR Ët: Mtrl= er M= U a) taZ r&i) (3) 


HACH AL, PR ROT x 轴 的 直线 。 由 (2),(3}) 两 式 
可 知 ,左右 两 梁 段 的 弯 征 图 各 为 ~-- 条 斜 直线 。 人 根据 各 方程 的 适用 范围 ,就 可 分 
别 绘 出 梁 的 剪 力 图 和 弯 矩 图 (图 b,c)。 由 图 可 见 , 在 集中 力 偶 作用 处 左右 两 侧 
截面 工 的 弯 矩 值 有 突变 。 若 >a , 则 最 大 碍 矩 发 生 在 集中 力 偶 作 用 处 的 右 侧 横 


由 以 上 各 例题 所 求 得 的 前 力图 和 人 弯 答 图 ,可 以 归纳 出 如 下 规律 ; 

(D 在 集中 力 或 集中 力 偶 作用 人 外 , 梁 的 容 答 方程 应 分 段 列 出 。 推 广 而 言 ,在 
粱 上 外 力 不 连 续 处 ( 即 在 集中 力 .集中 力 桢 作用 外 和 分 布 薪 载 开始 或 结束 处 ) , 梁 
的 弯 算 方程 和 人 弯 答 图 应 该 分 段 。 对 于 前 为 方程 和 剪 力 图 ,除去 集中 力 偶 作用 处 
以 外 ,也 应 分 段 列 出 误 绘 制 。 

(2) 在 庚 上 和 集中 力作 用 处 ,前 力图 有 突变 ,其 左 、 右 琴 删 横 截面 上 前 力 的 代 
数 差 , 即 等 于 集中 力 值 。 而 在 论 答 图 上 的 相应 处 则 形成 F 
—PRA. SIH RLE EPIA EN, SER 
有 突变 HA AMMAR Lhe merg P U. 
PHA. (AERA LAO AIEEE. ZE E, 
集中 力 是 作用 在 很 短 的 一 段 梁 ( 其 长 为 Ax) 上 分 布 力 的 名 A 
简化 , 若 将 分 布 力 看 作 是 在 长 为 az 的 范围 内 均匀 分 布 
的 (图 4-8a), 则 在 该 段 梁 上 实际 的 前 力图 将 是 按 直线 
规律 连续 变化 的 {图 4- 8b)。 同 理 , 集 中 力 侦 实 际 上 也 
是 一 种 简化 的 结果 , 若 按 其 实际 分 布 情况 , 绘 出 的 弯 和 插图 也 是 连续 变化 的 。 

(3) 全 梁 的 最 大 前 力 和 最 大 弯 矩 可 能 发 生 在 全 梁 或 各 段 梁 的 边界 截面 .或 
MAS AR Rb. 

工程 中 有 时 需要 求 梁 在 移动 荷载 作用 下 荷载 的 最 不 利 位 置 , 即 确 定 梁 内 最 
大 弯 扎 达到 极 大 值 时 荷载 的 位 置 等 。 现 举例 说 明 如 下 。 

例题 4-8 一 简 支 粱 受 移动 荷载 F 的 作用 如 图 a 所 未 RRB Ko 
为 极 太 时 荷载 下 的 位 置 。 

解 : FRA AR A 为 xz, 的 任意 位 置 (图 b)， 


图 4 一 8 


S4-2 BWANA: HHRMA 103 
HERRIAN 
. FC 一 |) ` Fri 


"a F i + ii i 
U fl ee AR HE A 
IRA SPREAD F PAAR 
J. BEITA, ERR CO 
Cl b) &b fa iy Fay sh Mo, HA 
Mo Fu = EEO, 0 
SR FB 1 BB o, 变化 时 ， 
Me thi Bit. FOR MRE AMA 例题 4 一 8 图 


dM.. F 
法 ,由 本 >= 可 得 
Ti 


= Fu - 2r) = 0 (2) 
即 得 

z= 5 (3) 
结果 表明 , 当 移 动 荷载 天 在 简 支 梁 的 跨 中 时 RAORKS CORK, HARAS 
秆 发 生 在 荷载 所 在 的 路 中 城 面 上 ,其 值 可 由 x, RAR (DE 


1 


M = afi 


mar 


IH. 次 炬 、 况 力 与 分 布 荷 载 集 度 间 的 微分 关系 及 其 应 用 


从 例题 4-5 可 匈 , 将 弯 矩 函数 Mr) Rt 求 导数 , 即 得 前 力 函 数 Far); 
将 勇力 函数 Ps(z ) 对 r 求 导 数 , 则 得 均 布 荷载 的 集 度 gH。 事实 上 ,这 些 关系 在 
直 梁 中 是 普遍 存在 的 。 

屋 某 上 作用 有 任意 分 布 荷载 (图 4 - 9a) , HER 


gq = glx) 


是 r 的 连续 函数 ,并 规定 以 向 上 为 二。 现 将 + MRR ARES, H 
标 为 和 .r+ dr 处 的 两 横 蕉 面 ,假想 地 从 渠 中 截 出 长 为 dz 的 染 段 (图 4- Ib), 
TERRA .c RRR EST AAS BA F rA M(x ) ,该 处 的 荷载 集 度 


Lo 在 流 倒 中 饥 得 结果 为 -5, 这 是 因为 均 布 薪 载 是 向 下 更。 


104 第 四 章 A o e i 


eee 


Ag Or) SiR AE UIE BA tdr SRR LMA es By 
Fo(r)tdPs(r) Fi Mr) +dMlc). PRE EPPA OPA Fabre 
衡 。 由 于 dz 很 小 ,可 略 去 荷载 集 度 沿 dz 长 度 的 变化 ,于 是 ,由 梁 段 的 平衡 方程 


SwF, =0, Fs€c)~[FoGr) 1 dF la jj+a(tr)dr=0 
从 而 得 到 


dFs(x) _ 


de yir) (4 一 1) 


以 点 > NM. =0, 
[M(x) + dM(x2)] -MO — F,lr)dr gtr)dr. B =0 
BS Ze BASA, BN 4S. 


Mte? = Flr) (4 -2) 
x 
ACG -lA(4-2DARRVB 

dx 


A ESAS M(x)、 前 力 F。( x} 和 荷载 集 度 g(r) = RAI MKBR®, 
式 (4 一 1) 和 (4~2) 的 几何 意义 分 别 为 :前 力图 上 某 点 处 的 切线 斜率 等 于 该 
氮 处 荷载 集 度 的 大 小 ;村 和 矩 图 上 某 点 处 的 切线 斜率 等 于 该 点 站 前 方 的 大 小 。 
应 用 这 些 关 系 , 以 及 有 关 鹏 力图 和 弯 矩 图 的 规律 ,可 检验 所 作 前 力图 或 弯 矩 
图 的 正确 性 ,或 直接 作 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 ， 现 将 有 关 弯 类 .前 力 与 荷载 间 的 关 
系 以 及 前 力图 和 弯 矩 图 的 一 些 特征 汇总 整理 为 表 4 - 1, 以 供 参 考 。 


DO FARRE r 的 康 点 取 在 光 的 右 端 ,是 .x 坐标 以 指向 堪 办 正 , 刚 (4 DR- DAERAH 


Ie 21 — th SEAR 4-4 PB ee tei 。 EPERRA- 35, MAAE dS E Ae a it BE Re A 
号 。 
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Md~-: ELPRE TYNES SHRM HE 


BY A FR bY Re GE) FA eS R 


SEE E FHATH -RARA FECAL ECAY 
Nae N ek / 


eK 5B Br ER 
F.=0 
面 的 可 能 位 置 在 Fs 0 PRm 


NBN R Dal 


EHR SHR ARR CANE 
面 一 侧 的 截面 
下 面 举例 说 明 上 述 各 种 关系 的 应 用 。 


例题 4~9 一 简 支 梁 受 集 度 为 = 100 kN/m 的 艾 布 荷载 作用 如 图 a 所 示 。 
试 利用 荷载 集 度 . 剪 态 和 弯 和 矩 间 的 微分 关系 作 庚 的 前 力图 和 变 矩 图 。 
解 : MRAP, ,区 (图 ay。 从 苦 载 及 支 反 力 的 对 称 性 得 到 


Fa = Fa = 于 (100x10 N-m)(1.6 m) = 80x10N = 80 kN 


M (kNem) 
PÆ 4-9 图 


pS awT 
tl 
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支 反 力 FF, 及 均 布 荷载 将 梁 分 为 三 段 , 即 AC, CD 和 DB 段 (图 a). AC 
和 DBR Ewa RB A S E RY all Ak EBA A 
Hey. Æ CD EB LAP aos A fo ah aR BY A ELA S E A dF 
Fa RY Ss ET M oh BE TR ， 

对 于 前 力图 为 水 平 直 线 的 AC 和 DB 段 凌 , 仅 须 计 算 每 一 段 中 任 一 横 截 面 
ERSA: 直接 从 外 力 计算 前 力 ,可 得 模 截 面 wp- om 和 有 mn 一 nn( 图 a) 上 的 前 力 
分 别 为 

Fa = F, = 80kN 

F.. - Fy =- 80kN 
由 计 梁 上 在 点 也 ,了 处 无 集中 力作 用 ,前 力图 无 突变 , 故 CD RRACHD 两 点 
处 机 截面 上 的 前 力 就 分 器 等 于 求 得 的 下、 和 OP 

根据 以 上 的 定性 分 析 及 算得 的 前 力 , 即 可 作出 全 梁 的 前 力图 (图 by。 册 图 
可 见 Fs =80kN( 正 值 , 负 值 ) ,分别 发 生 在 AC 和 DB 段 的 任 一 横 截 面 上 。 

对 于 舍 矩 图 为 倾斜 直线 的 AC 和 DB 段 梁 , 需 计 算 每 段 中 两 个 横 截 面 上 的 
Bh. AWW A,C.B,D 四 个 寞 截面 上 的 完 矩 ,直接 从 外 力 计 算 寄 矩 ,得 

M,=0 

M.= F, x0.2m= 16kN-m 

M,= 0 

M,= Fs X 0.2m = 16kNem 
对 于 CD RR, ARSRAM Ae OHO RKR , 故 至 少 需 定 出 图 上 三 不 点 才 
Ree AS Hh ee AR OS. FRE C.D BAMA EH ee 
BAARE, 上面 算得 的 M.. ,Mo 即 为 CD 段 梁 在 C,D RRR LOSE, H 
于 在 中 点 E MRR LAB Fo =0, 因 而 该 机 截面 上 的 M, ARESE., A 
接 从 外 力 计算 得 


M= Fy, xim-— LTE m- 0.2m) 


= (80 x 10° Nem) x Im — 于 (100 x 10° N/m) x (0.8 mY 


= 48x 10° Nem = 48 kN-m 
RA EBETE TRASH SM EHS eH ee co. AR 
可 见 M,,. =48kN:m, REE REP E 点 的 横 截 而 EL, 
ARR Ee A RA S E BI 在 问 下 的 均 布 荷载 作用 的 一 段 梁 上 ， 
前 力图 为 向 右 下 方 倾斜 的 直线 。 弯 和 矩 图 上 极 值守 抵 处 对 应 于 前 力图 上 F =0 
KA GERETS RERE, ED EAD A me ay 
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一 一 -一 一 - -一 --- 一 一 一 = 一 - mr 


这 与 前 力图 上 在 该 处 的 前 力 无 突变 的 情况 相符 。 所 有 有 这些, 都 说 明 所 作 的 前 力 
[| fl E E E A R o 
A) FA far ge E RE 8 2 A SB Je] A AE A BA S E oT A E By 
Ht AS er MTT EE R E 1, A PE AE A BK. 
例题 +4-10 RMR 1) 和 (4 一 2) 的 积分 ,计算 例题 4-9 中 的 梁 在 C ,EE 


AE. E RISI A ME, 
解 : 从 式 (4- DOTA, EE rsa Wr b OAR ALB 间 无 集中 力 


作用 , 则 其 积分 为 
| dF (r) = | (ada 
得 
Fstb) = Fela) = [alear 


i 
Fi, + Fe, + | gr)dz (1) 


AP, Faa Fo PRAT © = a,0 =o 处 两 横 截面 及 RB EHHH. BS A 
积分 的 几何 意义 是 上 述 两 横 截 面 间 分 布 荷载 图 的 面积 ， 
同 理 ae A 和 8B 间 盛 集中 力 偶 作用 , 则 从 式 ({4 - 23 可 得 
Mr = M, + | FoCedde (2) 


AP, Ma, M; 分 别 为 在 x= a,z=b5 RAPER A RB LH, BEE 
边 积 分 的 几 人 和 何 意 义 是 A,B 两 个 横 截 面 间 剪 力图 的 面积 。 

在 应 用 式 (1) 和 {2) 时 ,应 注意 : 式 中 的 面积 是 有 正人 负 号 的 ,因为 荷载 集 度 和 
HABANA. 

从 例题 4-9 图 a 可 知 ,在 AC 自 中 g =0, 故 荷载 图 的 面积 为 零 。 又 因 F., 
=F, AMK) 


Fse = Fs, + | glx )de = Fy, 10 = Fs, — Fa = 80kN 
fe CE RF, g= -100kN/m, 荷 载 图 为 矩形 。 又 因 下 = 80KN ,所 以 从 趟 (站 得 
Fyn = Fac + [alrde = Fy +q+CE 


= 80 x 10° N - (100 x 10° N/m) x (fm—0.2m) — 0 
AP 4-9 Ab an, ze AC BP F.=80kN, OHA. ZAM, = 
0. Pred Mat (248 
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Me = M,+[For)dr = M, + Fos AC 


= 0+ (80 x IO NO.2 m) = £6 x 10° Nem = 16 kN'm 
在 CE BP ARIE 4-9 Ab WW, WARY AF. =80kN, XA M.= 
16 kN-m, 所 以 从 式 {2) 得 

Me = Me + | Fs(æ)dz = Me + 了 Fe + CE 


- 16 x 0 Nem + 5 x (80 x 10 Nm 0.2m) 


48 x 10° Nem = 48 kN:m 

和 让 以上 运算 可 知 ,利用 式 {(4- 1,(4-2) 和 志 4-1 所 示 特 征 , 可 定性 地 判定 
剪 力图 和 弯 矩 图 的 图 形 。 再 利用 起 始 横 截 面 上 的 有 前 力 . 弯 矩 信和 访 两 式 的 积分 
关系 式 (1),(2), 即 可 定 出 梁 各 有 关 横 截面 上 的 和 剪 力 Se, Meh eBay 
力图 和 弯 秘 图 。 建 议 读者 自行 练习 。 

例题 4~ 11 试用 简易 法 作 例题 4 - 1a RADAR MWAH RHO. 

解 ; 在 例题 4- 1! 中 已 求 得 梁 的 支 反 力 为 

F, = 81 kN, F, = 29 kN, Ma, = 96.5kN-m 

APR ESR AS EO BORA A AA. 

C1) 作 剪 力图 

因 AE ,EC,CD 三 段 梁 上 无 分 布 荷载 , 即 g(x) =0, 该 三 段 梁 上 的 Fy 图 为 
水 平 直线 。 应 当 注 意 在 支 座 A 及 截面 五 处 让 集中 力作 用 ,Fs 图 有 突变 ,要 分 别 
计算 集中 力作 用 处 的 左 . 右 两 侧 截 面 上 的 前 力 值 。 Fe Boh AAP AY BY FB 

AE Bt: F sae = Fore =F, =81 KN 

ED B: Foes = Fse = Fy -F =8LkN-50 kN=31 kN 

DK 上 段 ;qg (zx) 等 于 负 常 量 , 下 ,图 应 为 向 右 下 方 倾斜 的 直线 ,办 截 面 及 上 无 
集中 力 , 则 可 取 右 俩 梁 自 来 研究 ,截面 K 上 的 前 力 为 

Fo, =- Fy 一 -29kN 

KB B: Fog. = — Fy = ~29 kN 

还 需求 出 下 ;=0 的 截面 位 性。 设 该 截面 距 截 面 KK 为 x ,于 是 在 截面 x 上 的 
MAAS, al 


Fs. =- Fy + gx = 0 
_ Fe _ 29xX10°N | 
to Oy 20x 10° Nim — 1.43 m 
EB LAE a BRB BY D ESA A SD RR, EA WH wb 所 示 。 
(2) ESER 


F=50 kN M=SkN-m 


55 KN-m 34 kNim 
例题 4- 11 图 
内 AE ,EC,CD 二 段 染 工 atr)=0. 故 三 段 梁 上 的 M 图 应 为 斜 直线 。 各 段 


Oy HAD AY SAA 
M, =— Mp, =- 96.5 kNm 
M: =— Mga + Fy x | m =~ 96.5 x 10° Nem + (SIx10 N) X 1m 
== 15.5% 10 Nem =- 15.5 kNem 
Me = — 96.5 x 10° Nem + (81 x 10° N) x 1.5m - (50 x 10°N) x 0.5m 
= 0 
My = — 96.5 x 10° N-m + (81 x 10° N) x 2.5m —- (50 x 10°N) X 1.5m 
= 31 x 10° Nem = 31 kN-m 
DK BARRE 9(z) 等 于 负 常 量 ,M 图 为 向 下 凸 的 二 次 抛物 线 。 截 面 到 
i) 2S 3B A 
My = Fy, X¥ lm+ M, = (29xK10°N)x1m+5x10°N 
= 34 x 10° Nem = 34 kNm 
在 下 ;=0 KRME SEA RE, B 


Maw = Fs X2.45m+ M, x 2 7 XU. 45 m)? 


Sm a Ia A 


LH 


2) 3 : NI à 
= (29 x [0 N) x 2.45m- Sx 10° Nem 20 ~ IY Ty (1.45 m} 


555 10° Nem = 55 kN'm 
WHEL bee PSP Ab SBA 7E FOO Abi Mea, SRB RR 
By ii Pe aE yA QO) e Bp as 
IV. $E h E EE HE 


5S (ac AR FAD ALN A, IERS KIRUR UER ATSH, TITER H BY 
ee AAG HAT, H fay fae EE et a PR sp 
进行 计算 . 击 所 得 到 的 结果 均 与 染 上 共和 
成 线性 关系 。 在 这 种 情况 下 . 当 梁 上 受 岂 
项 荷载 共同 作用 时 , 菜 一 横 截面 上 的 村 扼 
就 等 于 梁 在 各 项 荷载 单独 作用 下 同一 模 截 tb ， 
曾 上 杰 矩 的 代数 和 。 例 如 图 4 - 10a 所 示 


(a) 4 


ARAL Mp ATA F 和 均 布 荷载 HAE oa u 
用 PAY r TRAM LE T 
Mir) = Fr 一 4 图 4-10 


就 等 于 集中 荷载 FAY A AR g 单独 作用 (图 4 - 10b,c) 时 ,该 截面 上 的 计生 
Fr H 野 -的 代数 和 

这 是 一 个 普遍 性 的 原理 , 即 本 加 原理 : 当 所 求 参数 (内 力 ,应 力 或 位 移 ) SR 
上 荷载 为 线 竹 关系 时 ,由 几 项 荷 裁 共 同 作用 时 所 引起 的 某 -参数 ,就 等 于 每 项 荷 
载 单独 作用 时 所 引起 的 该 参数 值 的 友 加 。 

由 于 仁 矩 可 以 全 加 , 故 表 达 灾 乱 沿 梁 长 度 变化 情况 的 窒 夭 图 也 可 以 站 加 , 即 
可 分 别 作出 各 项 荷载 单独 作用 下 唆 的 订 抵 图 ,然后 将 其 相应 的 纵 坐标 登 加 , 即 得 
HR AT BRIE AL EE OEM. APR ALA HE aT BA 
BALI 

例题 4- 12 EAR NOOSE a Ba UR AEH M. = 名 ,并 求 


Be AY AR (ES FN Re A O55 

解 : ARE DR A eR PEAT CA boc), AER EA a A 
fy BR AT BY) SERY d,e) PA E FY SA AB in FB A E fe SHE eS YH HL 
My or 铀 的 同 - -人 向 ,如 图 f 所 示 . 于 是 ,两 图 其 同 的 部 分 (图 {中 无 阴影 线 部 
分 ) ,其 止 值 和 负 值 的 纵 坐 标 开 相抵 消 - E AE CI f 中 阴影 线 部 分 ) 凤 代表 
EWR RSE AMG See As. T RB A OFAR A 
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FU ROPE. BY PB RE AY JE SCD S Cg). 


M 4 M, q 
A Ba : B apiibiiiipiiiiiings 
ca a r 
i | | 六 — 
ta} (b) {c} 


ot 
x 


uam 
aa 
(1) 
例题 4- 12 图 


ARRESE ,需要 确定 剪 力 为 零 的 截面 位 置 。 由 平衡 方程 六 M, =ORB 
SRA FAB a) 为 


Fae ty (1) 


SHAE 
Feo(vy) = Fy-gr Oc r<2) 


WF, RM. = TRA F 式 后 ,得 


、 5 
F(a) = gg ~ qe (2) 
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Í (3) 
Fiz OR RAS OM, 为 
gy O EI 9E 
M, = Few- MoS Sy (4) 
HE A REL M, PRHATI, KRERHBKBHYH 
M ux = Ma = A) 


ROARS Th AT AR RE p Be EE A), BP A EA, PE A 
REHA TES BA Be AT). Ate. a Sd SE x 轴 的 两 
侧 ,如 图 ;所 未 。 


$4-3 平面 刚 架 和 曲 杆 的 内 力图 


平面 刚 架 是 由 在 间 一 平面 内 ,不同 取 向 的 杆 件 ,通过 杆 端 相互 刚性 连接 而 组 
成 的 结构 。 平 面 刚 架 各 杆 的 内 力 ,除了 前 力 和 变 矩 外 ,还 有 轴 力 。 作 内 力图 的 步 
又 与 前 述 想 同 ,但 因 刚 架 是 由 不 同 取 向 的 杆 件 组 成 ,为 了 能 表示 内 力 沿 各 村 轴线 
的 变化 规律 ,习惯 上 技 下 列 约 定 : 

FH ” 画 在 各 杆 的 受 拉 一 重 , 不 注 明 正 、 负 续 。 

藤 力 图 及 轴 力 图 ”可 晤 在 刚 架 轴线 的 任 -- 侧 (通常 正信 画 在 刚 架 的 外 侧 )， 
须 注 明正 AS. 

曲 杆 横 截面 上 的 内 力 情 况 六 其 内 力图 的 绘制 方法 ,与 刚 架 的 相 类 似 。 

例题 4-13 图 a 所 示 为 下 端 固定 的 刚 架 , 存 其 轴线 平面 内 受 集中 荷载 下 
和 下, 作用 。 试 作 刚 架 的 内 力图 。 

解 : 计算 内 力 时 ,一 般 应 先 求 刚 架 的 反 万 。 本 题 中 刚 架 的 C 点 为 自由 端 ， 
者 取 包 含 自由 端 部 分 为 研究 对 象 (图 a) ,就 可 不 求 支 反 力 。 下 面 分 别 列 出 各 且 
杆 的 内 力 方 程 为 


CBE, Flr) = 0 
F(x) = F, 

M(x} =- Fr fa fa) 
BA F: Fy{z,) ~— F, 
Flr) = F, 


Mix =~ Fa- Far, (sir, i) 
RRSRTHAATE, BTT Rh AMA ER, a b,c,a 所 


84-4 SRR LABIA - BREN RR 1i3 


{a} (b) rw A 


fl 4-13 图 


ayy 


alan, WE HAM S E 
解 : 对 于 环 状 曲 杆 ,应 用 极 坐 标 袁 示 其 
BREE. BID O 为 极点 ,以 DB 
为 极 轴 ,并 用 op 表示 横 截面 的 位 置 {图 a)。 
Rt HA AE. AG AR yb EE fh BH 
EA {5 ET YB E Ch Ae PD) R 
第 为 正 。 按 照 这 一 规定 , 求 得 曲 杆 的 弯 矩 方 
程 (图 a) 为 
Mie) = Fr = FR(1 ~ cos @) 
(0 gm) 
在 上 式 所 适用 的 范围 内 ,对 o RAR 
ff ASR Ro Lae. Liht E 
轴线 为 基线 ,将 算得 的 弯 矩 分 别 标 在 与 模 截 


[aol Fat Foi 


(dj Af 图 


例题 4~ 14 一 端 固定 的 半圆 环 在 其 轴线 平面 内 受 集中 荷载 F 作用 ,如 图 


WE 4 - 14 图 


面相 应 的 径 向 线 上 ,连接 这 些 点 的 光滑 曲线 即 为 曲 杆 的 弯 和 矩 图 (图 b)。 这 里 也 


将 这 矩 图画 在 曲 杆 的 受 拉 一 侧 , 而 不 标注 正 负 号 。 


由 图 可 多 ,半圆 环 的 最 大 膏 答 在 固定 端 处 的 横 截面 A 上 ,其 值 为 M = 


2FR. 


$4-4 有 染 横 截面 上 的 正 应 力 ， 梁 的 正 应 力 强度 条 件 


企 一 般 情况 下 BOR LAS M MH F, 


由 截面 上 分 布 内 为 的 


合成 关系 可 知 , 横 截面 上 只 有 与 正 应 力 有 关 的 法 向 内 力 元 素 dF = vdA 才能 合 
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R ee ing Be A NA AR dF, = rdA 才能 合成 为 前 力 ， 所 
DA. 7 2 AY Aa RB E BERAIEN H, XAM JI, 

AOE RETR SH RR A, ARP RR AS RRL 
HOA. RAM Wik RM SHA eo, A, BAAS ER i 
H ER ERE AE Tb EA E 4 - Lda et, Se h a OR dh H 
BY AE 2S Ht Oo ,这 是 弯曲 理论 中 最 基本 的 情况 . 


L OS aa RRR RIE A 


取 图 4 一 11a Braap dhe AT RE RRA LB Rae 
M. HESTI DEKE M.。 推 导 梁 在 横 截 面 上 正 应 力 的 计算 公式 ,也 要 综合 
考虑 几何 .物理 和 和 静 力 学 二 方面 。 

几何 方面 为 找 出 横 截 而 上 止 应 力 的 变化 规律 , 先 研 究 该 截面 上 任 一 点 处 
沿 横 截面 法 线 方向 的 线 应 变 , 亦 即 纵向 线 应 变 ,从 而 找 出 纵向 线 应 变 在 该 截面 上 
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Weta. AK ERM AU. CERO LAR AA RRR mm 和 
nn ,并 在 两 横向 线 癌 靠近 顶 面 和 底面 处 分 别 匣 纵 线 sa 和 好 (图 4 一 14b) ,然后 在 
7 Say DU — BA M, 的 外 力 个 ,根据 实验 观察 ,在 梁 变形 后 ,侧面 上 的 级 线 aa 
Al ob FERMER, TRE mm 和 wn 则 仍 为 直线 .并 在 相对 旋转 了 -个 角度 
后 仍 与 弧 线 aa 和 保持 止 交 (图 4 一 11a) .这 时 ,靠近 底面 的 纵 线 好 KT 
AA hh E ,其 原来 的 横 截 面 仍 为 平面 ,并 娆 垂直 于 纵 对 称 面 的 某 一 轴 旋 转 , 旦 仍 
在 吾 隆 梁 变 形 后 的 轴线 ,这 就 是 村 向 问题 中 的 平 商人 根 设 。 对 于 纯 弯 曲 梁 , 按 弹 性 
理论 分 析 的 结果 .证 明 其 横 截 面 确实 保持 为 平面 。 

现 用 两 个 模 截 面 从 梁 中 假想 地 截取 长 为 dx 的 一 段 ( 图 4- 1Llc) ,由 平面 由 
设 可 知 ,在 梁 容 曲 时 .两 模 截面 将 相对 旋转 一 个 角度 d9。 横 截面 的 转动 将 使 梁 
问 边 的 纵 癌 线 缩短 , 凸 所 的 纵向 线 伸 长 . 由 于 变形 的 连续 性 ,中 间 必 有 一 层级 向 
线 OuO, 无 长 度 改变 , 称 为 中 性 屋 。 中 性 层 与 横 截 面 的 交 线 称 为 中 性 轴 ( 图 4 — 
11f)。 梁 在 营 曲 时 , 相 邹 模 截 面 就 是 绕 中 性 铀 作 相 对 转动 的 。 由 于 外 力 . 横 截面 
形状 及 梁 的 物性 均 对 称 于 梁 的 纵 对 称 面 , 故 深 变 后 后 的 形状 也 必 对 称 于 该 平面 ， 
因此 ,中 性 辖 应 与 横 截面 的 对 称 轴 成 正 记 。 苦 将 梁 的 轴线 取 为 x 轴 , 横 截面 的 
对 称 轴 取 为 y 轴 , 则 中 性 铀 可 取 为 = 轴 { 图 AdE, 至 于 中 性 铀 在 横 截 面 上 
WARE, AREA REA. BUR TERE LPB PE RH y Mb [ey BR hi 
变 。 作 OB, 与 OA PIE 4-11c), WAT BRS aOR BH 

. AAB, BB yd 


ste, 0,0, 是 在 中 性 层 上 纵向 线段 的 长 度 , OO，= dr, 而 中 性 层 的 曲率 为 


1 d8 
p ~ dr 
代 人 上 式 , 即 得 
E = 六 (a) 


式 (a) 表 明 横 截面 上 任 一 点 处 的 级 向 线 应 变 6 与 该 点 在 截面 上 之 位 置 y 成 正比 。 

物理 方面 套 设 各 纵向 线 之 间 没 有 因 纯 恋 曲 而 引起 的 相互 挤 压 , 则 可 认为 横 
截 而 上 种 点 处 的 纵向 线段 均 处 于 单 轴 应 力 状态 。 于 是 , 当 材 料 处 于 线 弹 性 范围 
内 , 具 拉 伸 和 压缩 弹性 模 量 相同 时 ,由 单 轴 应 力 状态 下 的 胡 训 定律 可 得 物理 关系 


一 一 —- Kc 


Co WER vy HP) FALE, ARR EES HF eR E fE — i AE B R PE BR TE ie Aa Ca i 
ME ERR ARO SRAN y Sn TELE th ERER. 
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可 = Ee tb} 
HR CARA Rb) , 即 得 


= Ee =E% {c) 


HEAR AD, eR A Ea bE MEA SE REEL, NE TEE 
中 性 轴 为 y 的 等 高 线 上 各 点 处 的 正 应 力 均 相 等 . 其 变化 规律 如 图 4- lle 所 示 。 


BASH 让 于 式 (中 的 坊 以 及 中 性 轴 的 位 置 均 为 未 知 ,为 此 ,考察 
力学 方面 。 

在 模 截 面 上 法 向 内 力 元 素 cdA( 图 4- 11d) 枸 成 了 空间 平行 力 系 ,因此 ,可 
能 组 成 三 个 内 力 分 量 


Fw = | oda, M, = | zodA, M, = | yod4 
4 A A 


RUG RE RAS HE M. 的 受 力 条 件 , 出 截面 法 可 知 , 上 式 中 的 Fe 和 M, 均等 
于 零 , 面 M. BRR RE LAS M ,其 值 等 于 M,。 因 此 ,由 更 力学 可 得 


F = | oda = 0 (d) 

M, = f zadA = 0 (e) 
A 

M, = | soda = M (1) 


将 式 (c)y 代 人 以 上 三 式 ,并 根据 $I-22 中 有 关 的 截面 几何 参数 的 定义 ,可 
得 


ES, 
Fy = Ef y ydA = = = 0 (g) 


M, = =) zydA = “=0 (h) 
ar 


-Èf da - EL 
M, = =| y dA = = M (i) 


为 满足 式 (8) ,由 于 二 不 可 能 等 于 零 , 故 必 有 S. =0。 从 $1-2 可 知 ,车 5 


=0, 则 * 轴 必 须 通过 横 截 面 的 形 心 ,于 是 ,就 确定 了 中 性 轴 的 位 置 。 
式 (h) 是 自动 满足 的 ,因为 y 轴 是 横 截面 的 对 称 轴 , 所 以 I, OFS (SH 
1~2)。 实 际 上 ,由 于 y 轴 是 对 称 轴 , 所 以 在 其 左 . 右 两 侧 对 称 位 置 处 的 法 向 内 


中 注意 附录 1 中 的 坐标 系 与 这 里 所 用 的 不 同 。 
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HR adA Hy 轴 的 矩 必 数值 相等 而 转 问 相反 。 内 此 ,整个 横 截 面 上 odA 所 
HAY FEM, 必 等 于 零 。 


WE AROR PERMENAR 
1 M 
STEL (4-4) 


fH EA, PRSE T , EI, RBA RASARE (HAR ee Rw 


小 ,所 以 ,EI RAR th A. 
将 式 (4 一 4) 代 入 式 (e) WES AREAS h RR LE SAE D AS 
计算 公式 为 


o = 2 (4-5) 


式 中 ,AM 为 模 截面 上 的 弯 矩 ;I. ARRE he Es y 为 所 求 应 力 点 
FY A AB BR o 

由 以 上 分 析 可 见 , 问 题 的 几何 方面 为 平面 假设 ;物理 方面 有 各 纵向 线段 间 互 
ASDF OB ,材料 在 线 弹 性 范围 内 旦 材料 在 拉 伸 和 压缩 时 的 弹性 模 量 相 和 等。 这些 都 
是 推导 式 (4-4) 和 (4-S5) 的 依据 ,因而 ,也 是 应 用 这 些 公式 的 限制 条 伴 。 

EX - 3) 中 ,将 恋 矩 M 和 坐标 y 按 规定 的 正 负 号 代 人 ,所 得 到 的 正 应 力 
CHAI , 即 为 拉 应 力 , 若 为 负 和 值 则 为 压 应 力 。 在 具体 计算 中 ,可 根据 梁 变 形 
的 情况 来 判断 , 即 以 中 性 层 为 界 , 梁 变形 后 凸 出 边 的 应 力 必 为 接应 力 , 而 止 人 边 
的 应 力 则 为 压 应 力 。 

从 式 (4 一 5) 可 知 , 在 横 截 面 上 离 中 性 轴 最 远 的 各 点 处 , 正 应 力 值 最 大 。 当 中 
TERE x 为 截面 的 对 称 轴 时 , 则 横 截面 上 的 最 大 正 应 力 为 


MY soon 
True = <p (j) 
车 令 
I, 
W, = You (4 — 6) 
则 
toa = Ht (4 = 70 


AR, W, SRAM LAER — KA TRRHRS RA SRR A BRA 
RTE REMA mo MEADE REM SR RR MS 1 RO 


TO AER POR) a i ath ob Br A Pe Pt Fe 
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中 查 出 I 值 , 按 式 (4 一 6) 分 别 求 得 为 


答 形 截面 (图 4 一 12a) 
I. bh fi2 _ bh’ Ck) 


Wo = G7 “ER 6 


[ial FE et ig CP 4 - 12b) 
了 xd ibà rel? (1) 


W = Ga a ~ 32 


ETERRA Sa TT RA 中 查 到 。 


Fe man 


J t,o. 


由 
{a} (b) ic) 
图 4-12 


HRS HN, ARREARS RR. AF HER A BR 
RRE , AIEE , 圆 形 和 工 字形 等 截面 ,其 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 在 数值 
上 相等 ,可 按 式 (4~ 7a) 求 得 。 对 于 中 性 轴 不 是 对 称 轴 的 横 裁 面 ,例如 工 字 形 截 
面 (图 4- 12c), 则 其 上 拉 应 力 和 压 应 力 的 最 大 值 不 等 ,这 时 应 分 别 以 横 截 面 上 
受 拉 和 受 压 部 分 距 中 性 轴 最 远 的 距离 yon 和 yo 直接 代 人 式 (4- 5) ,以 求 得 
FADE A RRA AL a 


H. 纯 弯 曲 理论 的 推广 


SRE ARE ATA — RHK AR LA SHAH eA Ss th 
MARITHA. aH , 梁 的 横 截 面 上 不 仅 有 正 应 力 ,而 且 有 切 诺 力 。 由 于 切 应 力 
的 存在 , 梁 的 横 截面 将 发 生 盘 曲 。 此 外 ,在 与 中 性 层 平 行 的 纵 截 面 上 ,还 有 出 横 
向 力 引起 的 挤 压 应 力 。 因 此 , 梁 在 纯 弯曲 时 所 作 的 平面 假设 和 各 纵向 线段 间 互 
不 挤 庄 的 假设 者 不 能 成 立 。 但 按 弹 性 理论 的 分 析 结 果 @ 指出 ,在 均 布 荷载 作用 
下 的 矩形 截面 简 支 梁 , 当 其 固 长 与 截面 高 度 之 比 1jh 大 于 5 时 , 横 截 面 上 的 最 大 
正 应 力 按 纯 弯曲 时 的 式 (4 -5) 来 计算 ,其 误差 不 超过 1% 。 对 于 工程 实际 中 党 
用 的 梁 i as A AE AHR ARKH SREB SAAR LAE 


D RBH Bie SIA EN TrEg, 
T SRASPHS HAR) BF HB RA Rae HF tb AGF 1964 年 。 
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Wie AY OT A ES) R E a E fA i A EE OR. RA BS Be 
ith 越 大 ,其 误差 越 小 。 

于 是 , 式 (4 - 7a) 仍 可 用 来 计算 横 力 弯曲 时 等 直 梁 横 截 面 上 的 最大 正 应 力 ， 
但 式 中 的 弯 矩 M 应 用 相应 截面 上 的 弯 矩 M(x) 代替 , 即 


o Mir) _ 
M(x) (4 = 7b) 


例题 4-15 Matar eed 56 号 工 字 钢 制 成 ,其 截面 简化 后 的 尺寸 见 
图 b, 下 = 150 kN.。 试 求 梁 危 险 截 面 上 的 最 大 正 应 力 和 所 一 截面 上 翼 缘 与 腹 
B36 Ab a 点 (图 b) 的 正 应 力 o 


例题 4- 1s 图 


解 : 首先 作 梁 的 弯 矩 图 (图 c)。 可 见 , 截 面 C 为 危险 截面 ,相应 的 最 大 弯 系 
值 为 
AT = 375 kNem 
利用 型 钢 规 格 表 查 得 ,56a SSR W, =2 342 cms 和 I, = 65 586 
cm 5 


可 得 危险 截面 上 的 最 大 正 应 力 oua H 


_ Me 375x10 Nm _ ‘Dp, - 
Sma = “We * 5345 10°F = 160 x 10° Pa = 160 MPa 


对 于 危险 截面 上 点 a 处 的 正 应 力 , 利 用 式 (4 -5) 代 入 M ,了 上 和 有 关 尺 十 
(Bib), 18 


Mamie _ (375 x 10 Nem) (23E ~ 0.021 m} 
: I. 65 586 x 10° m’ 
= 140 x 10° Pa = 148 MPa 
注意 到 直 梁 横 截 面 上 的 正 应 力 在 与 中 性 办 垂直 的 方向 是 按 直 线 规律 变化 的 . 因 
此 , 当 已 经 求 得 横 截 面 上 的 c .时 ,同一 横 截 面 上 的 正 应 力 d, PREM ARB: 
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(PP — 0.021 m) 


a, = yoo =" hsm 160 MPa = 148 MPa 
2 
ELGAR PRA SRR SE, A BS] Ee Sb Oo 
荷载 所 引起 的 相 比 极 小 (在 本 题 中 ,由 梁 的 自重 所 引起 的 最 大正 应 力 不 到 5.4 
MPa)。 在 一 般 情 交 下 , 钢 梁 的 自重 可 覆 去 不 让 。 
例题 4-16 受 均 布 荷载 作用 的 工 字 形 截 面 等 直 外 伸 梁 如 图 a 所 示 。 试 求 
当 最 大 正 应 力 ww 为 最 小 时 的 支 座 位 置 。 


Ah 4-168 


解 : (PROS b) ATR, ZEE a 直接 影响 支 座 A 或 B 处 截 
im PR PRR CLM AR. Seah RRR, BA EN 
HFE, RA Se EAE a SP a TS AS HRM BK 


矩 的 绝对 信 为 最 小 ,从 而 使 其 最 大 正 应 力 yng = Ey AB B 
gla _ ga” 
8 2 2 
4a’ +4ia-f? =0 
a= (~42 + /167 + 167° )/8 
由 于 a 应 为 正 值 , 所 以 上 式 中 根 号 应 取 正 号 ,从 而 解 得 
a = 0,207; 


Ul. 粱 的 正 应 力 强度 条 件 


FER BIEK TE DE JI Be E TE EE A BS E A 6 AR T E DE P Ba Ae A 
而 该 处 的 切 应 力 等 于 零 或 与 该 点 处 的 正 应 力 相 比 很 小 ( 详 见 下 节 讨 论 )。 此 外 ， 
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纵 截 面 上 由 横向 力 引起 的 挤 压 应 力 可 略 去 不 计 。 因 此 ,可 将 横 截 面 上 最 大 正 庶 
力 所 在 各 点 处 的 应 力 状 态 .看 作 是 单 轴 应 力 状态 。 于 是 ,可 按照 单 轴 应 力 状态 下 
强度 条 件 的 形式 ,来 建立 深 的 下 应力 强度 条 件 ; 梁 的 模 截 面 上 的 最 大 工作 征 应 旋 
sii 不 得 超过 材料 的 许 用 弯曲 正 应 为 [s], 即 


Some S Le ] (4 — 8) 

利用 式 (4 - 7b) 可 将 上 式 改 写 为 
| (4-9) 
根据 蝇 度 条 件 公式 (4 - 9) , 即 可 对 梁 按 正 应 力 进行 强度 计算 , 即 强度 校 核 . 选 反 


梁 的 截面 或 确定 梁 的 许可 荷载 。 

关于 材料 许 用 弯曲 正 应 力 的 确定 ,一般 就 以 材料 的 许 用 拉 应 力作 为 其 许 用 
弯曲 正 频 力 。 事 实 上 ,由 于 弯曲 和 轴 向 拉 伸 时 杆 摸 截 面 上 正 应 力 的 变化 规律 不 
同 ,材料 在 弯 昌 与 轴 向 拉 介 时 的 强度 并 不 相同 , 因 面 在 某 些 设计 规范 申 所 规定 的 
HS AEM ORR. KFA SHEN AMR EA 
的 设计 规范 中 均 有 具体 规定 。 

对 于 用 铸铁 等 脆性 材料 制 成 的 粱 ,由 于 材料 的 许 用 拉 应 力 和 许 用 压 应 力 不 
问 , 面 染 横 截 面 的 中 性 轴 往 往 也 不 是 对 称 轴 ,因此 , 梁 的 最 大 工作 拉 应 力 和 最 大 
工作 压 应 力 ( 注 意 两 者 往往 并 不 发 生 在 同一 横 截 面 上 ) 要 求 分 别 不 超过 材料 的 许 
用 拉 应 力 和 许 用 压 应 力 。 

例题 4~17 图 a 所 示 的 楼 板 主 梁 由 工 字 钢 制 成 。 钢 的 许 用 弯曲 正 应 力 
[o]=152 MPa , 斌 选择 工 字 钢 的 号 码 。 

解 : 由 于 浴 的 两 端 稍 有 转动 及 伸缩 的 可 能 , 故 计 算 简 图 可 取 为 简 支 梁 ( 图 


(b) 4 


» WEE al Dra 


MAA (kN-m) 


例题 4- 17 图 
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b). ASO c as RRA SMA 
Ma. = 375 kN'm 
根据 M nu PUL o E, H S He SE oe AE) Re ae ABW 
ME ax 375 x 10° Nem 


=. Sime o fie AS em = 2 460 x 107° 
W. = TE 152 x 10° Pa m 
HERH RA S6b 号 上 字 钢 的 W, 为 
2 447 cnr 


此 值 虽 小 于 W, =2 460% 107' n AERA 1% A RE N 
Ma — 375% 10° Nem | 


go 二 一 二 


W2447x 107° m 
超过 许 用 弯曲 下 应 力 值 132 MPa 也 不 到 1% , 故 可 选用 56b 号 工 字 钢 。 
例题 4-18 BR = 2m 的 铸铁 梁 受 力 如 图 a 所 示 。 CRA E 
用 应 力 分 别 为 [ce,] = 30 MPa 和 [co.] =90 MPa。 试 根据 截面 最 为 合理 的 要 求 , 确 
定 工 字形 截面 梁 横 截面 的 尺寸 3( 图 b) ,并 校 核 梁 的 强度 。 


F=80 kN =, 
B 
lm : 


2m 


153 x 10° Pa = 153 MPa 


fa) 


(c) 


例题 4- 18 图 


: 要 使 截 曾 最 为 合理 ,应 使 梁 的 同一 危险 截面 上 的 最 大 拉 应 力 与 最 大 讨 
hee 中 之 比 eof 与 相应 的 许 用 应 力 之 比 [e,jJ/[ae ] 相 等 。 由 于 Ty man = 


My, _ My, - [s] 30 MPa |l ， 
了 和 gemw = FH BS = OG MPa _ = :所 以 
Dim Vr l 
G emas 7 Wi 7 3 (1) 


式 (1) 就 是 确定 中 性 轴 即 形 心 轴 位 置 y( 图 b) 的 条 件 。 考 虑 到 yı + y, = 280 mm 
(At b), 即 得 

y= ya = 210 mm (2) 
显然 ,y 信 与 横 截 而 尺寸 有 关 , 根 据 形 心 坐标 公式 | 参见 附录 1 中 的 式 (1 28)] 
RR bP PERRE, FAAROO oy 
280 mm — 60 mm) s ae mm = 60 mm 
J 


Ja 60 mm x 220 mm[ 280 mm 一 加 
(280 mm — 60 mmis + 60 mm x 220 mm 
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= 210 mm 
由 此 求 得 6 = 24 mm (3) 
确定 $ 后 进行 强度 校 核 。 为 此 ,由 平行 移 轴 公式 (1I- 10) 计 算 截 面 对 中 性 得 
ATE I, 为 


(24 mm)(220 mm)* 


l= k 一 + (24 mm)(220 mm)(210 mm ~ 110 mm) + 


3 2 
220 mm (60 mm) + (220 mm)}(60 mm){280 mm) — 210 mm 一 oT | 


= 99.2 x 10° mm = 99.2 x 10° mm 
A BK EF CA 


Mon = = (80 10 NYG m) _ 40 x 10° Nem = 40 kN-m 


于 是 ,由 式 (4 -5) 即 得 梁 的 最 大 压 应 力 ,并 据 此 校 核 强 度 : 


ss M sax ¥2 _. (40 x 10° N Nem) (210 x 10°? m) 
E BK I, 9g. 2 x 107° m’ 


= 84.7 x 10° Pa = 84.7 MPa < [ea 
可 见 , 梁 满足 强度 条 件 。 
例题 4-19 一 槽 形 截面 铸铁 粱 如 图 a 所 示 。 已 知 吉 =2m, 上 =S493X 
”mm’ ,铸铁 的 许 用 拉 应 力 [a,] = 30 MPa, 许 用 压 应 力 [o,] = 90 MPa, MKS 
证 和 下 


(a) 4 C È D 


H 4-19 


解 : (PROS RMA c 所 示 PKASHERM BL ARESE 
C 上 ,其 值 分 别 为 


Ma =- =, Me = — 
Ft BR RR YA, HERDE. FARRER AAY 
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ya = 86mm, yy 7 134mm 
Baroy A, AEM Ra CMAN RAR MS ,该 梁 的 强度 均 由 最 天 拉 
应 力 控 制 。 因 此 ,分 别 算 出 截面 C 和 截面 B 上 的 最 大 拉 详 力 , 并 与 科 料 相应 的 
许 用 应 力 相 比较 ,从 而 求 出 荷载 下 值 : 


(4*2m) 0.134m 
RE Ca. = A A, — 23x 10° Pa 
een i, 5493x110 nm 
F24.6kN 
F 
Moen, {3* 2m) x 0.086 m 
截面 B:s, a= 1—30 x 10° Pa 


§493x 10° m 
F<19.2 kN 
取 其 中 较 小 者 , 即 得 该 梁 的 许可 荷载 为 [1= 19.2 kN, 


$4~5 染 横 截 面 上 的 切 应 力 ， 梁 的 切 应 力 强度 条 件 


mm 


1. RRR HAAJ 


EMRE ARASH RORRGLA DA HA UD. 
—. EERME 

先 来 研究 矩形 截面 梁 横 截面 上 的 切 应 力 , 并 以 此 阐明 研究 弯曲 切 应 力 的 基 
本 原理 和 方法 。 图 4 -13 示 一 手 形 截面 如 p p 
受 任 意 横向 荷载 作用 。 以 -on 和 一» 
两 横 截 面 假想 地 从 梁 中 取出 长 为 dr 的 一 
自 , 在 一 般 情 况 下 ,该 两 横 截面 上 的 弯 算 并 
不 相等 ,因而 两 截面 上 同一 y 坐标 处 的 正 应 
力也 不 相等 。 青 由 平行 于 中 性 层 的 纵 截面 
AA, B, B 假想 地 从 梁 段 上 截 出 体积 元 素 Bi 4-13 
mB, (El 4- 14ab), 则 在 端面 mA, Mi aB 上 ,与 正 应 力 对 应 的 法 向 内 力也 不 相 
等 。 因 此 ,为 维持 体积 元 素 mB, WES ,在 纵 面 AB, Exe SiGe 方向 的 切 向 内 
力 , 放 在 纵 面 上 就 存在 相应 的 切 应 力 r(A 4- iga), 

为 推导 切 应 力 的 表达 式 , 还 需求 切 应 力 党 截面 宽度 的 变化 规律 以 及 切 应 力 
的 这 人 向。 对 于 狭长 完 形 截面 ， 由 于 梁 的 侧面 上 无 切 应 力 , 故 横 截面 上 侧 边 各 点 处 
的 巧 应 方 必 与 侧 按 平行 ,而 在 对 称 弯曲 情况 下 , 对 称 轴 y 处 的 切 度 力 必 沿 y FF 
向 ， 且 狭 长 是 形 截 酶 上 切 应 力 沿 截 面 宽度 的 变化 不 可 能 大 。 于 是 ,可 作 如 下 两 个 
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假设 :(1) 横 截面 上 各 点 处 的 切 应 为 均 与 侧 边 平行 ;(2) 横 截 面 上 庶 中 性 轴 等 远 
各 点 处 的 切 应 力 大 小 相等 。 根 据 上 述 假设 所 得 到 的 解 与 弹性 理论 的 解 相 比较 ， 
可 以 发 现 , 对 狭长 算 形 规 面 梁 , 上 述 人 起 设 完 全 可 用 ;对 一 般 高 度 大 于 宽度 的 矩形 
截面 梁 ,在 工程 计算 中 也 是 适用 的 。 


(a) (b) 


图 4- 14 


已 知 民 截面 上 切 应 力 的 变化 规律 后 ,就 可 直接 由 静 力 平衡 条 件 导出 切 应 力 
的 计算 公式 。 设 在 图 4- 13 PRM r 和 x +dr OBR m - x no-n 
Le SRAM A M MM +dM, MRE ERER y 处 的 正 应力 分 别 为 e， 
Ale, ,于 是 ,可 得 两 端面 上 的 法 向 内 力 FLA Fi,({ 图 4 一 14b): 


» a My, _ M _ Me. 
Fay |. a,dA = |. 了 dA = rl, ¥fdA = JS: (a) 


. i M + dM + 
Fo = | ,ozdha = |. C+ dM), dA - es; (b) 


gH, St = |. yidA JERA (E 4- [4b) 对 模 截 面 中 人 性 轴 的 静 矩 ;A OR 


截面 上 距 中 性 轴 为 y 的 横 线 以 外 部 分 的 面积 { 即 图 4 - 14b 中 阴影 线 面 积 )。 

纵 截面 AB, 上 由 rd4 所 组 成 的 是 切 向 内 力 dF (图 4 一 14b)。 由 假设 (2) 
及 切 应 力 互 等 定理 可 知 ,在 纵 载 面 上 横 线 AA, 各 点 处 的 切 应 力 r 的 大 小 相等 。 
BPE dx 长 度 上 ,r 即使 有 变化 ,其 增 量 也 是 一 阶 无 穷 小 ,可 略 去 不 计 , 从 而 认 
Ar ARBAB, 上 为 一 常量 。 于 是 得 到 

dF’, = rbdr (c) 
将 式 (a),(b) 和 (ec) 代 人 平衡 方程 
MP, =0, Fl} ~ Fi, ~ dF. =0 

经 化 简 后 即 得 | 


引进 弯 矩 与 剪 力 间 的 微分 关 aint = 下 ,上 式 即 为 


FSS? 
Ib 


HEMA EERE A,r r, A 


A 
T “二 


-了 3 (4-10) 


AYP, ARR LN, 为 整个 横 截面 对 其 中 性 轴 的 惯性 矩 AER 
面 的 宽度 ; S 为 横 截 面 土 距 中 性 轴 为 的 横 线 以 外 部 分 的 面积 (图 4- 14b 中 
的 阴影 线 面积 ) 对 中 性 轴 的 基 窍 。z 的 方向 与 前 方正 。 的 方向 相同 。 式 (4 一 10) 
由 痊 形 截面 等 直 梁 在 对 称 宅 申 时 横 截击 上 任 一 点 处 切 应 力 的 计算 公式 。 

式 (4 一 10) 中 的 下,,T, fle 对 某 一 模 截 商 而 言 均 为 常量 ,因此 , 横 截 面 上 的 
其 应 力 工 沿 截面 高 度 ( 即 随 坐标 y) 的 变化 情况 ,由 部 分 面积 的 静 短 S* 与 坐标 》 


之 间 的 关系 所 反映 。 在 计算 S = |. yidA St, ATR ody, 作为 面积 元 素 
dA. HA 4-14a 可 得 


bal ae 


Fj 
Si = | bd, = aes 7 >) 
代入 式 (4 - 10), 即 得 
o Fs fh? : 
T = sly — ¥ (d) 
可 见 ,r 沿 截面 高 度 是 按 二 次 抛物 线 规律 变化 的 {图 4 一 15)。 当 y= + 分 时 , 即 


在 横 截 面 上 距 中 性 轴 最 远 处 , 切 应 力 = 0524 y 
=0 时 , 即 在 中 性 轴 上 各 点 处 , 切 庶 力 达 到 最 大 
值 T max :将 y= 人 0 代入 式 (d) ,得 


Fsh’ Fah? 3 Fs 
T max = = SS a ee = 一 一 x 一 一 
Sf, 8x 抽 12 2° 8 
或 
3 F 
max -7x7 (4 - 11) 
AF, A = 6) , 为 矩形 截面 的 面积 。 4-15 


ATF RAI ARAI Ri ERAR TG 28) FF E AE POE OR EH a a 
o TERT FW Ae ARSE BR TBE? Tg) ,前 面 所 作 的 假设 就 须 
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作 相 应 的 变动 。 此 外 ,还 应 指出 ,对 于 矩形 截面 ,在 式 (4 ~ 10) 中 截面 宽度 5 为 
常数 ,而 中 性 轴 任 一 边 的 半 个 横 截 面 面 积 对 中 性 轴 的 静 矩 S$” 为 最 大 ,所 以 中 性 
WEA Saw DARK. SPARE RAPA RR ERA 
Ti Ft BE Sea Le a ARE ERA SRR 
十 字形 截击 ) ,或 其 些 变 宽度 的 截面 { 如 等 腰 一 角形 截面 ) 等 除外 。 因 此 ,下 面 对 
于 工学 形 .环形 和 和 贺 形 截面 沫 ,主要 讨论 其 中 性 轴 上 各 点 处 的 最 大 抛 应 力 tao 

二 、 工 字形 截面 梁 

对 于 工 字 形 截 面 染 , 先 研 究 其 横 截 面 昨 板 上任 一 点 处 的 切 应 力 r{ 见 图 4 一 
loa), HFRRERKAE, EARE AER. TÆ, AARE- 
RR 


r= — = (4 — 12) 


Hl 4-16 


趟 中 ,4 为 腹 板 厚度 ;S; 为 距 中 性 轴 为 y 的 模 线 以 外 部 分 的 横 截面 面积 (图 4 
16b 中 及 影 线 面 积 ) 对 中 性 轴 的 静 矩 。 对 S” 的 计算 结果 给 出 ,在 腹 板 范围 内 ， 
S: 是 y 的 二 次 函数 , 故 腹 板 部 分 的 切 应 力 r 沿 腹 板 高 度 同 样 是 按 二 次 抛物 线 
规律 变化 的 (图 4- 16c) ,其 最 大 切 应 力也 发 生存 中 性 轴 上 。 显 然 ,这 也 是 整个 
横 截 面 上 的 最 大 切 应 力 z,, ,其 值 为 


— FSi amn 
Tex 一 Td (4 一 13) 


RP, S: ,为 中 性 轴 任 一 边 的 半 个 横 截 面 面 积 对 中 性 轴 的 静 纸 。 在 具体 计算 
rw 时 ,对 轧 制 工 字 钢 截面 , 式 (4 — 13) 中 的 ss- 就 是 型 钢 规格 表 中 给 出 的 比值 


LIS, 
至 于 工 字 形 截面 性 缘 上 的 切 应 力 , 由 于 翼 缘 的 上 .下 表面 上 无 切 应 力 ， iy 2 
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RRA BART y AARMEN TEREKEN, ERB RSRAKW 
平行 的 切 应 力 分 量 ( 图 4- 16a)。 后 者 也 可 仿照 在 矩形 截面 中 所 用 的 方法 来 求 
得 。 但 由 于 辟 缘 上 的 最 大 切 应 力 小 于 腹 板 上 的 r ,所 以 在 一 般 情 沉 下 不 必 计 
算 ， 

=. BRURRADR 

图 4 一 17a 示 一 段 薄 崇 环形 截面 梁 ， 环 辟 厚 度 为 3, 环 的 平均 半径 为 x,。 由 
Té Sr, 相 比 很 小 , 故 可 很 设 ;(1) ARE ROUNAK ARRETE; (2) 
切 应 力 的 方向 与 回 周 相 切 ,如 图 4 一 17a 所 示 。 由 于 假设 (1) 与 什 形 截面 的 假设 
相似 ,因此 ,通过 类 似 的 推 必 ,可 得 模 截面 上 任 一 点 处 切 应 力 的 计算 浇 与 式 (4 - 
10) 相 同 的 形式 。 从 对 称 关 系 可 知 , 横 截面 与 y HHS AMMA, 
而 且 y 轴 两 侧 各 点 姓 的 切 应 力 对 称 于 y 轴 。 因 此 ,在 求 式 (4 -10} 中 的 SS 时 ， 
可 自 y 轴 疝 一 人 向量 取 gp 角 , 并 以 p 角 所 包 的 一 段 圆 环 作为 部 分 面积 。 建 议 读者 
自行 完成 其 推导 。 下 面 只 讨论 横 截 面 上 的 r ， 。 


图 4-17 


对 于 圆 环 形 截 面 ,其 rw 仍 发 生 在 中 性 轴 上 .而 在 求 中 性 轴 上 的 切 应 力 时 ， 
式 中 的 户 应 为 20, 而 S7 则 为 半 个 圆 环 (图 4- 17b) 的 面积 对 中 性 轴 的 青 盾 ,其 
值 为 


Si = Tri 合并 are = 2rié 
由 附录 II KA BS 1G HH AR Ti EE -H 


I = nri 


于 是 ,得 


_ Fs 
man Ib nri x28 ~ A (4 一 14) 


式 中 ,4= gler +8) -= (2ra -8Y ]=2xro6, 代 表 环形 截面 的 面积 。 
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[a So ae BE RJE a TE A RE, HRE A F HEERA A A ed Ri AR 
MRE RK. Ak mae ERA ER A LRAT. 

A. ARR 

对 于 圆 截面 梁 (图 4-18a), HAMAS SERA A ,在 截面 边缘 上 各 上 总 处 


2 Lf 


< 人 


¥ 
{a} {b) 
图 4-18 


切 应 力 * BA eh- AD, a ZEST RA y 相交 的 各 点 处 ,由 于 前 力 、 截 面 
图 形 和 材料 物性 均 对 称 于 y 轴 , 因 此 ,其 切 应 力 必 洪 方向 。 为 此 ,可 以 假设 
(1) 沿 宽度 ke 上 各 点 姓 的 切 应 力 均 汇 交 于 OO 点 ;(2) 各 点 处 切 应 力 沿 y 方 向 的 
分 量 沿 宽 讼 相等 。 根 据 上 述 假 设 , 即 可 应 用 式 (4 -— 10) 0 ih BRT Be Eo 
一 高 度 y 处 切 庶 力 沿 y 方向 的 分 看 ,然后 按 所 在 点 处 切 应 力 方向 与 y 轴 间 的 夹 
ARAMA, RRA cE PES ES AHR. H 
TEP E a bE YS A, BS ob a EE EA ee 
HES RMA A eS AE, Bee Le Ah A 
等 。 于 是 ,仿照 推导 矩形 截面 弯曲 切 应 力 公 式 的 方法 ,得 圆 截 面 上 的 最 大 弯曲 切 
应 力 为 
FS} F,d°/12 F, 

Te T Cat Tea) “32 (4-15) 
式 中 ,4 为 图 截 面 的 直径 ;I ARS PER AE SS 为 半圆 面积 对 中 性 
HERE, HAA 


Ema ` 


而 4 ABR aR 

最 后 ,讨论 计算 等 直 梁 横 截面 上 最 大 切 应 力 的 一 般 公式 。 对 于 等 直 梁 ,其 最 
大 切 应 力 rw 发 生 在 最 大 剪 力 Fw 所 在 的 横 截 面 上 ,而 且 一 般 地 说 是 位 于 该 埠 
面 的 中 性 办 上 。 由 以 上 各 种 形状 的 横 截面 上 的 最 大 切 应 力 计算 公式 可 知 ,全 梁 
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=e re er ee ee Oo a A aa s — — 


各 横 截 面 中 最 大 切 应 力 rw 可 统一 表达 为 


Ps coax 5 l max 
Tma 一 ILa | {4 16) 


AP Fee AD RAS BAB A: Si na 为 横 截 面 上 中 人 性 轴 一 全 的 面积 对 中 性 畏 的 
BP IB sb 为 横 截 面 在 中 性 轴 姓 的 宽度 ;IT 是 整个 槛 截击 对 中 性 轴 的 惯性 氮 。 

例题 4-20 图 a,b 所 示 为 例题 4~]s PRR, DREN AMA To 
和 问 一 截 而 腹 板 部 分 在 a 点 (图 日) 处 的 切 应 力 z, ,并 分 析 切 应 力 沿 腹 板 高 度 的 
变化 规律 


PA 4-20 图 


解 : ROD AR, MA dea. HAA BKB 
Feo = 75kN 


利用 型 铀 规格 表 , 查 得 56a 号 工 字 钢 截面 的 = =47.73 cm, 


I. 
将 Fsma vs 一 的 值 和 qd=12.5 mm( 图 b) 代 入 式 (4 一 13), 得 
Fs vax dm Fs 
Ld ~ {4 \, 
iss) 


2 x1ION 
(47.73 x 10 m)(42.5 x 107 m) 


为 计算 r TR PRABH HR EME SL. REM b 所 示 尺 寸 ， 
ay 4g 


= 12.6 MPa 


360 mim _ 21mm 


51 = 166mm x 21 mm x | 5 5 


由 式 (4~ t2) 及 已 知 值 ,得 


Simar Sea _ (75 x 10° N){940 x 10% m°) 
lad (65 586 x 10°° m*)(12.5 x 10°? m) 


j= 940 x 10° mm? 
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= 8.6 10° Pa = 8.6 MPa 
270 MA + 党 腹 板 高 度 的 变化 规律 , 因 腹 板 壁 厚 df 为 常量 , 故 与 S$: 的 
变化 规律 相同 。 现 写 出 S 的 展开 式 HR d :dy,( 图 c) 为 腹 板 部 分 的 面积 元 过 
dA, Mitt 4 


代入 式 (4 - 12), 98 


+ 
ERR. r 沿 腹 板 山 度 是 按 二 次 抛物 线 规 律 普 化 的 (图 e). 

例题 4- 21 一 模 钢 制 成 的 梁 承 受 方向 平行 于 腺 板 的 横向 荷载 作用 (图 a)。 
模 钢 截面 简化 后 的 尺寸 见 图 b。 试 分 析 梁 横 截 面 之 腹 板 和 翼 缘 上 切 应 力 t.r 


的 变化 规律 ,并 确定 横 截面 |: 蝎 力 作用 线 的 位 置 。 


例题 4 一 21 图 


RM: 先 分 析 庚 横 截面 腹 板 部 分 切 应 力 z 的 变化 规律 。 槽 形 截面 粱 腹 板 上 的 
切 垃 力 可 按 工 字形 截面 染 腹 板 开 的 切 应 力 公 式 (4 - 12) 计 算 ， 


FsS. 
ld (1) 
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HRA MRR SERES 的 表达 式 , 代 人 上 式 , 即 得 
r 2 
[人 2) 
TR , 沿 腹 板 高 度 > 出 是 按 二 次 抛物 线 规律 变化 的 {图 g)。 

ARERR MRE ROW rno HERRORRM BRK RE, 
mR AD a A PRR, PR 
Bi EB a oer A dre WN EE acd. HREBSREBE RA 
回 截面 ACE e}) 截 出 一 体积 元 素 Cm (Bf), Æ Cm 的 两 个 截面 Dm 和 Cr 上 
分 别 作 用 有 由 法 向 内 力 元 素 s,dA Moda 组 成 的 拉力 FF , FL {图 e,f)。 由 于 
REA ATUH oo, SRRERRE URATRSDA EMER 
同 。 于 是, 分别 得 0 


Ma /2 
J = Mh 2 (3) 
和 
“f2 
a, = (M+dM)n 2 (4) 
由 此 可 得 
Fi = | edd = of da = a,A’ = Mh su (5) 
A A 2 
和 
， M+dM,.. 
Fo, = 31. h ğu (6) 


式 中 ,4 ” = du 中 的 xz ARS be BRA AC 闻 的 长 度 {图 e,f)。 
写本 节 中 的 式 (c) 相 类 似 , 在 这 里 的 级 截面 AC LWA AOR dP. DD 
与 切 应 力 ri 的 关系 为 
dF. = rdx (7) 
将 (5),(6) 和 (7) 各 式 中 的 Fi, Fy, dF RAE GH BSF, =0, 并 引进 


M 5 F, 间 的 微分 关系 中 = F,, 经 过 整理 , 即 得 


. Fsh'u 
ri 2I, (8) 


HE a 77 EET A = r1 , 故 得 横 截 面 上 的 o (图 g) 为 


了 本题 中 樟 钢 截面 上 的 亲 曲 止 诺 力 , 应 用 了 对 称 弯 曲 时 的 止 应 力 公式 (4 一 5), 因 在 平行 于 腊 横 的 
AA ie) A SPE PR BRAY EIE Sy Bh Se at A ECD 9 1 一 1 中 的 讨论 。 
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u =T (9) 


AP, F, ARREK; A i e a H Eh AR 
两 器 缘 中 线 间 的 距离 ,可 山 祠 钢 的 请 ,8 算得 ;ua AMR ROMA T, 
ZAHR KE: r, 的 指向 如 图 g 中 所 示 。 

AAC) A 7, GRA RE ER EIE EERE ge). Ë u= b IRAR 
Å, BH IFR R LRR D M FA 

7 Fh 
ho OE, 

发生 在 横 截 面 鞭 缘 与 腹 板 的 中 线 相 接 处 。 

为 确认 横 截 面 上 和 毅力 作用 线 的 位 置 , 须 求 出 由 切 向 内 力 元 素 rdA 和 和 ,dA 
分 别 组 成 的 合力 Fs 和 Fu( 图 h)。 为 此 , 先 求 Fi ,从 式 (2) 可 得 


o _ Foe Toeh dfhi 3 | 
Fe 一 | zaa = | ardd = 7 ine 7 +95 E - ) dy (11) 


{10} 


式 中 ,4 为 横 截 面 腹 板 部 分 的 面积 ;dA = d .dy 为 横 截击 腹 板 部 分 的 面积 元 素 。 
对 式 411) 中 积分 运算 的 结果 表明 ,其 值 与 式 中 的 I 的 算式 非常 接近 , 故 
Fg œ Fa (12) 
如 图 h 中 所 示 。 式 (12) 表 明 , 梁 的 横 截 面 上 的 前 力 F。 几 乎 全 部 是 由 横 截 而 腹 
板 部 分 上 的 切 向 内 力 元 素 rdA 所 组 成 。 附 带 指出 ,对 于 工 字形 截面 也 有 相同 的 
WH. 
RRR ARABS Om AA noA 所 组 成 的 合力 下,。 由 于 切 应 
Alc, RARE BRAEMAR Fu A 
PhP aD") _ Eet ha 
模 截 面 每 个 器 缘 部 分 上 r,dA 所 组 成 的 合力 均 为 Fy ,其 指向 如 图 b 中 所 示 。 
由 以 上 分 析 可 知 , 模 截面 上 的 前 力 共 有 三 部 分 , 即 一 个 F。 和 两 个 Fao E 
合力 的 作用 线 位 置 即 为 梁 横 截面 上 甬 力 的 作用 线 位 置 。 由 力 系 合成 原 起 可 知 ， 
上 述 合力 的 大 小 和 方向 均 与 Fa 相同 ,但 其 作用 线 则 与 Fe 相隔 一 段 路 高 。( 图 
FA Fre= Fuh 。 于 是 ,由 式 {12),{13) 可 得 
Fuh’ B R (Bb Ra). bch? S 
Fe Fs\ AF, 4T 
Ay Ue BN ee TR LF 的 作用 线 位 置 。 


Fa = (tun ðb) = (13) 


Fr = 


(14) 
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1H， 深 的 切 应 力 强 度 条 件 


MrRASHTHNSAR AR PRB SUMAN A. RRR 
正 应 力 强度 外 ici is WA AE Ho BE BORK o 


NS] 


po tho = T 5 i 
B „hh {i 
° “WIP fal: -ee 
H 4-19 


等 直 梁 的 最 大 切 应 力 一 般 是 在 最 大 剪 力 所 在 神 截 面 的 中 性 轴 上 各 点 处 ,这 
些 点 处 的 正 应 力 ==0, 在 略 去 纵 截面 上 的 挤 压 应 力 后 ,最 大 切 应 力 所 在 点 处 于 
纯 剪 切 应 力 状 态 。 例 如 对 全 这 承受 均 布 荷载 的 矩形 截面 简 支 粱 (图 4- 19a)] ,在 
RA SRA L Pte CMD 点 处 于 单 辅 应 力 状态 (图 4- 19d,ey， 
而 在 最 大 剪 力 截面 上 ,中 性 轴 上 的 天 MF 点 处 于 纯 前 切 应 力 状态 (图 4 - 191, 
si。 于 是 ,可 按 纯 剪 切 应 力 状 态 下 的 强度 条 件 公 式 


ru Se lr] 
建立 粱 的 切 应 力 强度 条 件 。 将 弯曲 最 大 切 应 力 的 表达 式 (4- 16) 代 人 上 式 , 即 得 
Fs na Da, mar < [z] (4 _ 17) 


Ib 
RP, [e JAA RER D A k TFA EE oP A REAN 
E o 
FEUER RATAR EET ws 2 E E TE A RR GU Sede 
JEM I) ee A, PA ERR, PARAS HEH RE 
应 力 强度 条 件 选 好 截面 后 ,一般 并 不 需要 再 按 切 应 力 进 行 强度 校 核 。 但 在 以下 
儿 种 特殊 条 件 下 , 需 校 核 梁 的 切 应 力 :(1) 梁 的 最 大 次 矩 较 小 ,而 最 大 前 力 却 很 
大 ;(2) 在 焊接 或 锦 接 的 组 合 截面 (例如 工 字 形 ) 钢 梁 中 , 当 其 横 截面 腹 板 部 分 的 
厚度 与 梁 高 之 比 小 于 型 钢 截 面 的 相应 比值 ;(3) 岂 于 木材 在 其 昭 纹 方向 的 前 切 
SPSL AM dee, ARR TE BH A th vet YE BE EADAE A EER pE R 
E HHR., 
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如 前 所 述 , 按 正 应 力 强度 条 件 进 行 梁 的 强度 计算 时 ,最 大 弯 矩 所 在 横 截 面 上 
趾 中 性 轴 最 远 的 危险 点 处 于 单 轴 应 力 状 态 。 南 按 切 应 力 强 度 条 件 进 行 强度 校 核 
时 ,最 大 前 力 所 在 横 戴 面 的 中 性 轴 上 的 乱 险 点 处 于 纯 前 切 应 力 状 态 。 因 此 ,可 分 
别 按 正 应 力 和 切 应 力 建立 强度 条 件 ,进行 强度 计算 。 但 是 ,在 梁 横 截面 上 的 其 他 
A SRR AEWA RADA, PAR 4-19 所 示 潜 的 截面 m- om EGA 
H 点 处 取出 的 单元 体 { 图 4… 19h.) REPRE RR RT AS BB od RE A Ane 
A RITR BE oR AE aE ITIR ES HR ,而 必须 同时 考 虚 正 应 力 和 切 应 力 对 强度 的 影响 。 
对 于 这 些 点 的 强度 校 核 ,将 在 第 七 章 中 讨论 。 

例题 4-22 -简易 起 重 设备 如 图 a 所 示 。 起 重量 (包含 电 萌 芦 自 重 ) 王 = 
30kN BK i=5m, 吊车 大 梁 AB 由 20a 导 工 字 钢 制 成 ,其 许 用 蛮 曲 让 应 力 
[ a]= 170 MPa, 许 用 切 应 力 [r] = 100 MPa。 试 校 核 深 的 强度 。 


(a) 


PM 4-22 图 


解 : HERTHA RA b)。 由 于 荷载 是 移动 的 , 须 确 定 荷载 的 最 不 
利 位 置 。 在 计算 最 大 正 应 力 时 ,应 取 荷载 P ERER CAE bj)。 在 计算 最 
大 切 应 力 时 ,应 取 荷 载 在 紧 靠 任 一 支 座 例如 支 床 A 处 (图 由。 

核 核 正 应 力 强度 。 在 荷载 处 于 最 不 利 位 置 时 , 梁 的 灾 矩 图 如 图 ,最 大 变 禾 
值 为 
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Maa = 37.5kN-m 
由 型 钢 规 格 表 查 得 20a 号 工 字 钢 的 W, 为 
W, = 237 en 
由 式 {4 一 了?b) 可 得 梁 的 最 大 正 应 力 ,并 校 核 正 应 力 强 度 ; 


Ns 37.5x 10° Nem 
Tm OW, 237 X 10 m 


校 核 奶 应 力 强 度 时 的 最 不 利 荷 载 位 置 如 图 d4 所 示 , 相 应 的 前 力图 如 图 es 
因为 荷载 P RAI RE ACA d) ,所 以 , 支 反 力 F ASP 
Fw = Fy P = 30 kN 
对 于 2005 LFS ,利用 型 钢 规 格 表 查 得 


= 158 x 10° Pa = 158 MPa < [e] 


= = 17.2 cm 
和 
d = 7 mm 
BAG- 13) AA , 4 B D ae a 
F giman 30 x 10 N 


T = amu — 


mex | I, | (17.2 x 10° m)(7 x 10° m 
> a 


= 24.9 x 10° Pa — 24.9 MPa < [7] 
梁 的 正 应 力 和 切 应 力 温 上 度 条 件 均 能 满足 ,所 以 梁 是 安全 的 。 


§4-6 染 的 合理 设计 


按 强 度 要 求 设计 梁 时 ,主要 是 依据 梁 的 止 应 力 强度 条 人 忻 


Sux = Slo] (a) 


由 上 式 可 见 MK Oe ES A A LAR RARE ,都 
能 降低 梁 的 最 大 正 应 力 ,从 而 提高 梁 的 承载 能 力 ,使 梁 的 设计 更 为 合理 。 现 将 工 
程 中 经 常 采 用 的 几 种 措施 分 述 如 下 。 

一 、 SERERHARALE 

合理 地 配置 梁 的 荷载 ,可 降低 梁 的 最 大 弯 牌 值 。 例 如 , 简 支 深 在 跨 中 承受 集 


中 荷载 F 时 (图 4 - 20a), 梁 的 最 大 读 第 为 M=. PERPER FRIA 


梁 骨 作用 到 梁 上 (图 4- 20b) , 则 梁 的 最 大 栾 矩 就 下 降 为 M = e 
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Ltn Fa BA . 
(Ey Why 
all Fi 
Fi 8 
4 


(a) (b) 
4-20 


同 理 SHE eee BRR ARASH. PM 4 - 16 
P, A a5 AK Se H A fey BR BY) PAY 3 SR sto YY E E Pl 
向 跨 中 移动 a = 0.2071, WRAHRASHA. 


就 由 简 支 梁 的 Mw = E -0.1250 FEH Mau 


= 0.021 5g”, ,. ARH EBRRA RH 
17.2% 4-21 所 示 门 式 起重机 的 立柱 位 置 就 
考虑 了 降低 由 梁 荷 载 和 自重 所 产生 的 最 大 弯 柬 

Z, AHHAR AKH 

4S GRE , 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 与 弯 图 4-21 
曲 截 面 系数 成 反比 。 因 此 ,应 尽 可 能 增 大 横 截 面 
的 弯曲 截面 系数 W 与 其 面积 A 之 比值 。 由 于 在 一 般 截 面 中 ,WW 与 其 高 度 的 平 
方 成 正比 ,有 所 以 , 尽 可 能 使 横 截面 面积 分 布 在 距 中 性 轴 较 远 的 地 方 ,以 满足 上 述 
要 求 。 

在 洪 横 截 丰 上 蝶 中 性 轴 最 和 远 的 各 点 处 ,分 别 有 最 大 拉 上 应力 和 最 大 压 应 力 。 
为 充分 发 挥 料 料 的 潜力 ,应 使 两 者 同时 达到 材料 的 许 用 应 力 。 对 于 由 拉 伸 和 压 
缩 许 用 应 力 值 相等 的 建筑 钢 等 塑性 材料 制 成 的 粱 ,其 横 截 面 应 以 中 性 轴 为 其 对 
称 轴 。 例 如 , 工 字形 矩形、 园 形 和 环形 截面 等 。 而 这 些 截面 的 合理 程度 并 不 相 
同 。 便 如 环形 比 捍 形 合理 ;矩形 截面 立 放 比 扁 放 合理 ; 曾 工 字 形 又 比 立 放 的 矩形 
时 为 合理 。 对 于 由 压缩 强度 远 高 于 拉 促 强度 的 铸铁 等 脆性 材料 制 成 的 洪 , 宜 采 
用 工 形 等 对 中 性 轴 不 对 称 的 截面 ,并 将 其 姻 毕 部 分 置 于 爱 拉 侧 ( 参 见 例题 4 - 
18)。 对 于 用 木材 制 成 的 梁 , 虽 然 材 料 的 拉 .压强 度 不 等 ,但 根据 制造 工艺 的 要 求 
仍 多 采用 矩形 截面 。 若 从 圆 森 中 名 出 矩形 截面 的 木 梁 , 则 为 伍 所 得 矩形 截面 未 
梁 的 咨 曲 截击 系数 W, 为 最 大 ,其 商 宽 比 有 一 定 的 要 求 ,参见 习题 4 - 38。 总 
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之 fei PE RER H Fp TRY ne > TT Ei, A A E 
性 能 , 梁 的 使 用 条 件 以 及 制造 TE 

=, ABR RH hE 

TEI Ca) PTAR P IE ME AI SE TE RIEP RA E M JI A E E S E A KB a i 


上 中 中 性 轴 最 远 的 各 点 处 ,也 就 是 说, 当 F 
EKARRIAK ER A ik BIA R 

的 洗 用 应 力 时 ,其 余 各 横 截面 上 的 最 大 正 A e 
应 力 都 还 小 于 材料 的 许 用 应 力 ， 因 此 ,为 一 fd e 
节约 材料 并 减轻 自重 ,有 时 还 为 降低 洪 的 (a 

刚度 ,将 梁 设 计 成 变 截 面 的 。 例 如 ,时 在 F 


Se BOK AY BB ap ET ha AB a, ey iE 
各 横 截 而 上 的 最 大 正 应 力 都 相等 ,并 均 达 
到 材料 的 许 用 应 力 , 通 常 称 为 等 强度 梁 。 
例如 ,宽度 不 变 而 高 度 变 化 的 第 形 截面 简 
RCA 4 ~ 22a) 车 设计 成 等 强度 染 , 则 图 4 一 22 
其 高 度 随 截面 位 置 的 变化 规律 h(x) ,可 按 正 应 力 强度 条 忻 


Mír) (FI .一 
max Wir) bh* Cx 16 


(b) 


求 得 为 
n(x) = [SEX (b) 


但 在 靠近 支 座 处 ,应 按 切 应 力 强度 条 件 确定 截 而 的 最 小 高 度 为 


3-3-2 
fon 2A 2 Bh, = [r] 


3F 


A iun = FT (c) 
dpl r] 
按 式 (b) 和 f{c) 确 定 的 梁 的 外 形 ， 
F 
T 


= 
i L 


图 4 - 23 
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一 一 一 -一 一 一 一 一 -一 一 (一 ”一 一 rr。 ee ee 一 
1 


另外 ,支承 载重 汽车 及 铁路 列车 车 叮 , 且 起 减 振 作用 的 营 板 弹 先 (图 4- 
23a) ,实质 上 足 高 度 椒 变 、 宽 度 变 化 的 窍 形 截 面 阐 文 梁 (图 4-23b) 沿 宽度 切割 
下 来 ,然后 个 合并 给 以 预 曲率 而 制 成 的 等 强度 梁 , 截 面 的 最 小 宽度 也 应 按 切 应 力 
强度 条 件 来 确定 


思 = 题 


4-1 BEM ABN AM ADBESD HR? 

4-2 在 求 梁 横 截面 上 的 内 力 时 ,可 直接 由 该 横 截 面 任 .- 侧 潜 上 的 外 力 来 计算 ,为 什么 ? 

4-3 BH SHR ARAMA RA- 切 和 (4-2) 的 应 用 条 件 是 什 
么 ? QAP AME PARE IRA BGA? 

4-4 在 图 4 Slim RP Ae + 的 原点 取 在 梁 的 右 端 ,日 r 谷 标 以 指向 左 为 
E GAE- 上 和 (4 -2 两 关系 式 有 无 变化 ? 

4-5 (1) 图 & FREH, ACRACH 眉 前 力图 图 线 的 疼 率 是 否 相 辣 ? 为 什么 ? 

(2) 图 上 所 示 梁 在 集中 力 偶 作用 处 ,让 . 右 丙 和 眉 膏 年 图 图 线 的 切线 斜率 是 否 相同 ? 


4ü kN 10 kN-m 
2kNim 2 EN/m 
A B 4 Ë 


(a) (b) 


eM 4-5 8 


4-6 有 体重 均 为 800 NARA, RRMA CHAO. CRE 
EIM] =600 Nm. SRRERBERH ,试问 两 人 采用 什么 办 法 可 安全 讨 沟 ? 


lm 4m im 


思考 题 4 - 6 图 


4-7 矩形 截面 组 全 梁 上 有 有 一 活动 荷载 可 沿 全 梁 / 移动 ,如 图 所 示 . 试问 如 何 布置 中 
BIEZ C 和 可 动 按 支 座 呈 ,才能 充分 利用 材料 的 强度 ? 

4-8 PRR ERR RSS m 的 均 布 外 力 偶 作用 ,如 图 所 示 。 试 作 梁 的 
Fa MB. 

4-9 FUR SH EM AAR ET EB? EASA PRESB A? 

4-10 下 列 的 一 些 概 念 : 纯 弯 曲 与 横 力 弯曲 ,中 性 轴 与 形 心 轴 ; 轴 惯性 矩 与 极 惯性 矩 ; 
曲 刚 度 与 弯曲 截面 系数 等 有 和 何 区 别 ? 
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F 
B D 
-一 一 一- 
所 考题 4- ?图 思考 题 41-88 


4-11 HSA AVP Sao? 
4-12 间 一 梁 核 图 a 及 图 bb 两 种 方式 放 妖 。 试 问 两 深 的 最 大 弯 曲 正 应 力 是 误 相 同 ? 


4~13 由 四 根 100 mmx 80 mm> 10 mm 不 等 边 角 钢 焊 成 一 体 的 梁 ae REE 
图 示 四 种 形式 组 全 ,试问 鄂 一 种 强度 最 高 ? 哪 一 种 强度 最 低 ? 


F 
{AA p 
doo} 
pe 
yy 

vy Coa a he k 
(b) {a) {b} (e) 
思考 题 4-12 图 思考 是 4-1I3 图 


4-14 a 和 图 日 所 未 的 钢 梁 和 三 角 架 材料 相同 HAP YRS AS 
梁 的 模 截 面 面 积 相等 。 已 知 LOA, k i58, D- 1.226,¢=0.60D, 试问 哪个 的 承载 能 力 
K? 为 什么 ? 


思考 题 4- 14 图 


4-15 ERA REPRE a RASA AM RDM So 若 取 & 点 以 上 
Ra WAP Rah MRM , 试 则 结果 是 否 相间 ?为 什么 ? 

4-16 为 什么 等 直 梁 的 最 大 切 应 力 一 般 都 是 在 最 大 剪 力 所 在 横 截 面 的 中 性 轴 上 各 点 
处 ,而 横 截 面 的 上 .下边 姓 各 点 处 的 切 应 力 为 零 ? 对 于 图 示 的 两 个 截面 而 言 ,其 最 大 切 应 力 是 
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Bt fhe FE ES ah? APA? 


Pe ee 


aa 


B 
Gi 
A | p 
Dod) 


if 
SPSL A 


X 
N 
N 
è 


N 
N 


Not 


Www 


20} 
7 
4 

A 


N 
R 


y 
(a) (b) 
思考 题 4-15 图 思考 题 4-16 图 
4-17 CHT SP SERARER RA LS DMS SBA. ABR A 上 
的 内 力图 。 
4-18 BRA /HRPRERHWMAZEPAT HA, CRRA ORAS MN 
Reo RE a,b 两 种 方式 胶合, 试问 两 者 的 强度 是 否 相 同 ? 已 知 胶合 锋 的 许 用 切 应 力 为 
ity). PERM ee A) ASA EHA]. 


A 5 
M = 
Pa 
|__| 
¥ (a) 


思考 题 4 - 17 图 思考 古 4 一 [8 图 
>] ai 
4-1) BRARSAEPCHRERALHN ym, 


Ti 


20 kN/m 


2 
Titre, 


CH BkN/m 


习题 4- 1 图 
4-2 RSW PASR OMAP RABE AE HARA. 


30 kN 


= - 15 kN/m | 
oo Fa 
A Z A cl E 


Th 


{2} ih) 
习题 4-2 图 
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4-3 试 利用 荷载 集 度 HONS RANMA PUARNAARAS SA. 


5 kN/m IS kN J 1QOkKN-m 


C Lm 


习题 4 一 3 图 
4-4 KEFARA PERKER HARS ER. 


f=ga 
q 
AN" Cy By. 


a a a 


{a) 


习题 4-4 图 
4-5 试 根据 订 拭 .前 力 与 荷载 集 度 之 间 的 微分 关系 指出 图 示 前 力 男 和 麻 矩 圈 的 错误 。 
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习题 4- 5 图 


4-6 CAR RRM ARMA. RAR SRE PARE. CMR LRH 
力 偶 作用 。 
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—=—— ——-- ——— — — - 


4-7 RHR RRO SRA RA AAS eee. 


10 kNm 10 kKNem 


习题 4- ?图 
4-8 AIRS RO 


习题 4--8 图 


4~9 FG SOK RRS RON bee. 
4-10 试 作 简 支 梁 在 图 示 四 种 荷载 情况 下 的 弯 矩 图 ,并 比较 其 最 大 弯 拭 值 。 这 些 结果 


说 明 案 上 的 荷载 不 能 任意 用 上 其 静 力 等 效力 系 代替 ,以 及 荷载 分 散 作用 时 ,使 梁 肉 M .下降 的 


情况 。 


4-1) 图 示 以 三 种 不 同方 式 慧 市 着 的 长 12 m. 重 24 kN 的 等 直 杆 ,每 根 吊 索 承受 由 杆 重 


4~12 如 合 使 图 示 外 伸 梁 的 跨度 中 点 处 的 正 弯 矩 值 等 于 支点 处 的 负 弯 矩 值 , 则 支 座 到 


引起 的 力 相同 。 试 分 别 作 三 种 情况 下 杆 的 凌 矩 图 ,并 加 以 比较 。 这 些 结果 说 明 什 么 问题 ? 


端点 的 距离 a SRK: Shall WEF Bae 


4-13  - 根 所 在 地 基 上 的 粱 承受 荷载 如 图 所 示 。 假 设 地 基 的 反 力 是 均匀 分 布 的 。 试 求 


HER AMR op FRM JARTEA. 
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] :4 
£ 60 kN/m 
ž 4c D B 
m 
一 40 kNim 
Im 4m 
ő m 
(b) 


50 kN/m 


g(x) gosin 5T 


习题 4--9 疼 


本题 4 一 i1 图 


147 


34-1 图 


4-14 HAERE LH RRS HR 
所 示 。 假设 地 基 的 反 力 按 直线 规律 连续 变化 ， 试 
REHE A SHB ASH RA g, Ag, ,并 
ERAN ARASEN, 

4-15 ER RAH ee A 
力图 。 


5 kN/m 


5m 
1.5 m 


(c) {d} 
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ie) (fh 
习题 4- 15 图 


4-16 TFS KAPHA See 
4-17 折 杆 ABC 的 受 为 如 图 所 示 , 试 作 杆 的 前 力图 SAH. 


44-168 习题 4~17 图 
4-18 APRS Mem. 已 知 曲 杆 轴 线 的 半径 为 kk AEAEE CE 
BA SEMIRARA p 角 的 画 数 ) ,并 作曲 梓 的 剪 力图 See ae. 
F 


习题 4 一 18 图 
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4-19 Boar PE FR TEE FR FL@IF 
AC A ADR F, aeh: F 
(REET AEH BAK BBA? , 
BRESPSF Hib? l 
-| 


(D) 吊车 在 什么 位 置 对 BMPR HBR? 
RAMRNARKGD ARSE» 

4-20 习题 4-18 图 b 所 示 曲 什 如 位 于 水 
FRA. mae PIAS A aa A ee 
Baw C MAA RRA, 

4 一 21 长 度 为 250 mm RAR THA AX 6-0.8 mm 25 mm WAR, AD 
Ae fe AD ARO A A oD I. CARTER EF =210GPa, RRR RRL 
KEM A. ” 

4-22 ARH hL-l.5m Hh, ERKE» D-3m Ae MFP, Gk aR BP a EY 
最 大 正 应 力 。 已 知 钢 的 弹性 模 基 天 = 210 GPa. 

4-33 HHA a Mik’ AAR A :现在 两 端 施加 外 为 代 使 其 村 成 直径 为 万 
AB, GOR Se RR MRA ERAS to, MN Dod 的 关系 式 ,并 据 此 分 析 为 何 
钢 给 强 要 用 许 少 高 强度 的 细 钢 经 组 成 

4-24 梁 在 铬 甜 纵 对 称 面 内 爱 外 力作 用 而 弯曲 ， 当 梁 具 有 图 示 各 种 不 同形 状 的 横 截 面 
时 , 试 分 别 综 出 各 机 载 面 上 的 正 应 力 沿 其 高 记 变 化 的 图 . 


(a) (b) (c) (d) (e) {f} 


习题 4-24 图 


4-25 环形 戴 面 的 悬 冉 梁 受 集中 力 和 集中 力 偶 作用 ,如 图 所 示 。 试 求 截面 m- m An E 
定 端 截面 a 一 x LALB.C.D ASAE. 


习题 4 一 19 图 


AN 
N 
E 


yunka 
La 


Ñ 
i 


180 


习题 4 25 E 


4-26 - -Shi2 A 250 mm. BY 10 mmn RHE P- 12 BD Se 7k EP PE HEL . 
管 中 充 满 着 水 ,如 图 所 六。 铸铁 的 密度 e=7.70 kgim ,水 的 密度 p= 1 kgjao 。 试 求 管内 县 大 
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fit . 压 正 应 方 的 数值 


习题 4-26 图 
4-27 对 于 模 戴 面 边 长 为 Bx26 的 短 形 截面 梁 , 试 求 当 外 力 惕 分 别人 必用 在 平行 于 截面 
长 边 跨 短 过 之 纵 对 称 面 内 时 , 梁 所 能 承担 的 许可 弯 绕 之 比 ,以 及 梁 的 弯 上 曲 刚 廊 之 比 。 
4-238 正方 形 截 曾 的 梁 控 图 ab 所 示 的 两 种 上当 式 放 置 。 试 求 ; 
(FARR RR LHe M 相等 ,比较 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 ; 


(2) WF a = 200 mm 的 正方 形 , 若 如 图 上 所 未 切 去 高 度 为 = 10mm MLA E 
面 系 数 W, GRA bE A fy eth? 


DATES RRMA W, JRA WE: PREMEHRARY u 应 等 于 多 少 ? 这 
时 的 W, AMARA te eo 


pi 


KS 
y 


(a) (b) (c) 
F 4 一 28 图 
4-29 A- MERE, HEN de AMARES HEME WW, THAR AS 
BA a WADA, WER. ARES RAAN W, WAM EB. 
4-30 图 示 一 由 16 号 工 字 钢 制 成 的 简 支 梁 承 县 集 中 荷载 F。 在 梁 的 截面 C-CAF 


| ,用 标 距 ;= 20 mm 的 应 变 仅 量 得 纵向 伸 长 As =0.008 mm, BARK RK 上 = 1.5m, 
alm, STEAMER E-210 GPa, BOR F AWK, 


习题 4 -29 图 J i 4-30 Bi 


习 题 i51 


4-31 HMR 28a SRA ERSH=ATS PHA ear. 已 知 该 梁 材料 
#235 FN UT AS REI e] = 170 MPsa。 试 求 梁 的 许可 荷载 下, 


可 题 4-31 图 
4-32 MR RHARAR RR TB RR PR Bee 


> i 4-32 y 


4-33 已 知 图 未 铸铁 简 支 梁 的 I, = 645.6 10" mm", E= 120 GPa, 许 用 拉 应 力 [o,] -= 
30 MPa, 许 用 压 应 力 [ o.] = 90 MPa, GOR: 

(1) 许可 荷载 F; 

(2) 在 许可 荷载 作用 下 , 梁 下 边缘 的 总 伸 长 量 、 


形 心 } ZY 


Dok 


习题 4- 33 图 


‘4-34 图 示 一 矩形 裁 硬 悬臂 梁 SRLS Re o HH PHBE RRR RO 
A bh, REA I, 


JH 4-35 
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(1) 试 证 明 在 离 自 由 端 为 x 处 的 横 截 面 上 切 向 内 KR rda 的 合力 等 于 该 截面 十 的 前 
AMR AACR odA HATES TERM Ee, 

(2) WM PHS RRA PER RAR Led 下 滞洪 长 度 
的 变化 规律 如 何 ? 该 面 上 总 的 水 半 前 力 有 多 大 ? 由 什么 力 来 平衡 ? 

“4-35 开口 薄 壁 加 环形 截面 如 图 所 示 . CARRE PL, 的 作用 线 平 行 于 截面 的 
ve RES KBR LS AMR. 

4-36 由 两 根 36 SERRA. EFE- Ad kN,g 一 1 kNim。 钢 的 许 用 
SEM Ala ] = 170 MPa, RARE AB E., 

4-37 起 重 机 连同 配 重 等 重 PP- 50 kx, 行走 于 两 根 下 字 钢 所 组 成 的 简 支 梁 上 ,如 图 所 
水 。 起 重 机 的 起 重量 F-10kN. RHA ASH EWA ¢]-170 MPa。 试 选择 工 字 网 
SES, Ue A a BOF Ap EH 。 


6*1m=6m 


习题 4 一 36 图 习题 4 .3 图 
4-38 “ 简 支 木 深 受 力 如 图 所 示 ,荷载 P= SUN ,距离 a -0.7mm, 材 料 的 许 用 弯曲 正 应 
为 ,z] -= 10 MPa, Bf it iif 9 2 = 3 的 矩形 。 试 按 正 应 力 强度 条 件 确定 梁 横 截面 的 尺寸。 


= a | 
习题 4- 38 图 
4-39 RUE Ret Se ARERR. GM P= 5 kN, a =1.5 m,[o] = 10 
MPs, RAE SARE AR ORAM EER OR RO ,以 及 梁 所 需 木 料 的 最 小 直径 d. 


p 


d 


3 题 153 

4-40 —EAPRORRA RHR YT RAS RO a. AS A de Ee A 
lo] =10MPa. Bir eH Rm Cb PEMA — BEA d 的 圆 孔 ,试问 在 保证 染 强度 的 条 
{FP LARA RE fh SB BLA A A eg) TK eK? 


3g 4 ~ 40 R 


4-41 横 截 面 如 图 所 示 的 铸铁 简 支 梁 , 跨 长 :=2m, 在 其 中 点 受 一 集中 荷载 FRON 
作用 。 已 知 许 用 拉 应 力 [o,] = 30 MPa FER Ae, ]=90 MPa。 试 确定 截面 尺寸 8 和 值 。 

4-42 一 畸 铁 梁 如 图 所 示 。 已 知 材料 的 拉 伸 强度 极限 o, = 150 MPa, 压 第 强度 极限 o. 
= 630) MPa, BOR RA ES Be. 


32 kN 16kN 10/1 


可 题 4 一 41 图 可 题 4-42 图 
4-4) 图 示 一 平 顶 流 侣 ,其 宽 /=5m, 顶 面 薪 载 集 度 f=-2 000 Pa, hi EH s= 1 még 
ADR ABS. ARM ATS aE Hilo] = 10 MPa te MA =2, R: 


C1) 在 次 梁 用 料 最 经 济 的 情况 下 ,确定 主 梁 位 置 的 x 值 ; 
(2) 选择 矩形 戴 面 木 次 朗 的 尺寸 。 


“J Hl 4-43 BY 


4-44 SiR 下 直接 作用 在 跨 长 为 :=6 m 的 简 支 梁 AB 之 中 点 时 , 染 内 最 大 正 应 力 超 
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过 许可 和 值 30%. ATARETRRS RET UA RRS CD , 试 求 辅助 汪 的 最 小 跨 长 
已 二 

4-45 BOR BUSTER 25a 号 工 字 向 制 成 ,其 路 长 上 =6m 且 在 全 粱 上 受 半 度 为 go 的 
均 布 荷载 作用 。 当 支 座 处 截面 4, 日 上 员 蜂 中 截面 C 上 的 最 天正 应 力 均 为 = 140 MPa 时 ， 
试问 外 伸 部 分 的 长 度 a RRR y SBS? 


习题 4- E 图 3j M 4 一 45 图 


4-46 ~M RAR ASR LSM go =5kNim RRR. BAKE! 
=7.5 m RERE b= 300 mm MAIE A = 180 mm, * Hf iP ES A MPa, Wt? 
Pe SE AY E na AA E 

4-47 ERREA 900mm 4A eS EP OF ERR, BRR R50 mm x 100 
mm Hy RRA GAR. RO Aros ,图 中 = 轴 为 中 性 轴 ,， 胶 合 链 的 许 用 切 应 力 [z] = 0.35 MPa. 
试 坊 胶合 杀 的 切 应 力 强度 求 许可 荷载 户 , 并 求 在 此 荷载 作用 下 ROA EAT). 

4-48 一 矩形 截面 木 梁 , 其 截面 扩 寸 及 荷载 如 图 ,=1.3kNim。 已 知 [e]= 10 MPa, 
Lr] =2 MPa。 试 校 核 洪 的 正 应 力 和 切 点 力 强 度 . 


JH 4-4 E 习题 4-48 M 
4-49 图 示 箱 形 截面 简 支 梁 用 四 块 本 板 胶 合 而 成 , 受 三 个 集中 力作 用 如 图 所 示 。 Ew 


一 
10kKN 16kN 10kN È 


J 题 155 


一 一 -一 -- 一 一 -一 -- -- 一 -- 一 - -- -rr 


横 截 面 对 中 性 输 的 惯性 矩 1 一 478.8x 10 om ;材料 为 红 松 ,其 许 用 弯曲 止 应 力 [o] 二 10 
wpPa, 许 用 顺 纹 切 应 力 [ rz ;=1.1 MPa RGR H re ]=0.35 MPa, BORER By oR 
E. 

“4-50 简 支 梁 AR Ra ERR R ,其 集 度 g 407 kNim( Ba). RMN 
FOR RAT OE b Bros, WAHR RFA S A EMA | = 210 MPa, 许 用 切 应 力 1r] = 130 
MPa. GARR SERIE M FA FR 


rr a aa 


“7 BR 4 一 50 图 


4-51 HUY RAR ERS ARR. 已 知 材料 的 许 用 弯曲 正 应 力 [s] = 170 
MPsa, 许 用 切 应 力 [r]= 100 MPa, RHR SHES. 
4-52 图 示 木 陵 受 一 可 移动 的 获 载 =40 kN 人 和 作用. 已 知 [s]=10 MPa,[r] =3 MPa. 


AR RAR A AE = 了 。 试 选择 梁 的 截 而 尺寸。 


习题 4-51 图 484-5248 


4-53 外 伸 梁 AC AR HR BAR, M,=40kN-m,y = 20 kNjm。 材 料 的 许 用 弯曲 
正 应 力 [s] = 170 MPa, 许 用 切 应 力 [*] = 100 MPa。 试 选择 工 字 钢 的 身 码 。 
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§5-1 荣 的 位 移 一 一 挠 度 肥 转角 


为 研究 等 直 梁 在 对 称 膏 册 时 的 位 移 , 取 梁 在 变形 前 的 轴线 为 = 轴 , 梁 横 截 
Wi A Spr EB oy 轴 , 而 xy 平面 即 为 梁 上 荷载 作用 的 纵向 对 称 平面 (图 
5- 1)。 梁 在 对 称 弯 曲 变 形 后 ,其 轴线 将 变形 成 在 .ry 平面 内 的 平面 曲线 AC,B， 
如 峙 5-1 所 示 。 度 量 滩 变形 后 模 截 画 位 移 的 两 个 基本 量 是 : 横 截 面 形 心 ( 即 轴 
线 上 的 点 ) 在 垂直 于 x AMR we , 称 为 该 截面 的 找 度 ; 横 截 面 对 其 原来 
MEM AMS 98, 称 为 该 截面 的 转角 ,由 于 梁 变 形 后 的 轴线 是 一 条 光滑 的 连续 
曲线 AC BRED SHARER AM SRM 68 也 就 是 曲线 在 该 
LAE AY OER AG oe BH ZBL ASE A - 


aR f) 


AS-i 


在 第 四 章 中 已 知 ,度量 等 直 梁 蛮 曲 变形 程度 的 是 曲线 AC, B ME. AH 
于 曲率 难以 度量 , 且 在 工程 实际 中 , 粱 的 变形 程度 还 要 受到 支 座 约束 的 影响 ,而 
横 截 面 的 位 称 量 ww 和 8 不 但 与 曲率 的 大 小 有 关 , 同 时 还 与 梁 的 支 座 约束 有 关 ， 
因此 ,通常 聪 用 这 两 个 位 称 量 来 反映 梁 的 变形 情况 。 应 当 指 出 we Rhee h h 
线 后 ,在 r 轴 方 向 也 是 有 线 位 务 的 。 但 在 小 变形 情况 下 , 梁 的 操 度 远 小 于 路 长 ， 
梁 变 形 后 的 轴线 是 一 条 平坦 的 曲线 , 横 截 面 形 心 沿 x 轴 方 向 的 线 位 移 与 挠 度 相 
比 属于 高 阶 微量 ,可 略 去 不 计 ,因此 ,在 选 定 坐标 系 后 , 梁 变 形 后 的 轴线 ( 即 曲 线 
AC, BUA KKA 
w= fir} (a) 
式 中 ,x AREFE EE- ARER WKAR. PEERK 
ER PR J BE BH è, h TEER EE E A Aot hee, a e, E 
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ERIR Ca) A Se PR Be SE HL 

由 方程 (a) 还 可 求 得 转角 8 URERA. AAR HR OP aA 

On- w - ff Cr} (b) 

亦 即 挠 曲线 上 上任 一 点 处 切线 的 斜率 w 即 可 足够 精确 地 代表 该 点 处 横 载 面 的 转 
fié. 表达 式 !b) 可 称 为 转 节 方程 ， 

由 此 可 见 , 求 得 指 曲 线 方程 (ta) 后 ,就 能 懈 定 深 任 一 横 截 面 措 度 的 大 小 ,指向 
及 转角 的 数值 .转向 .在 图 5--1 所 坟 的 坐标 系 中 , 正 值 的 找 度 向 下 , 负 值 向 上 ， 
正 值 的 转角 为 顺 时 针 转 向 , 负 值 为 着 时 针 转 向 ， 


$5 一 2 RHA? HARA 


为 求 得 梁 的 挠 曲线 方程 ,利用 曲率 * SEM 间 的 物理 关系 , 即 式 (4 一 4): 
[ M 


K — = F 


o EI 
应 该 指出 , 式 中 的 曲率 « HEERA hE, A EER, 
式 (4- 4) 是 滩 在 线 弹性 范围 内 纯 弯 曲 情况 下 的 曲率 表达 式 。 在 横 力 弯曲 
时 , 梁 横 截面 上 除 弯 和 矩 M 外 还 有 前 万 下 ,但 工程 上 党 用 的 梁 , 其 跨 长 ! 往往 大 
于 横 截面 高 度 的 10 售 ,前 力 Fs 对 于 渠 的 位 移 影响 很 小 ,可 上 略 去 不 计 , 故 该 式 仍 
然 适 用 。 但 这 时 式 中 的 M 和 p 都 是 的 函数 , 即 


(a) 


(b) 


图 $5 -2 


SH x+ HG] A AE. s 轴 疝 下 为 正 ( 图 $- 1 ,图 5- 2)B) , HHA Gat w HE., 
网 下 同时 为 负 。 Mk SAE ASME RAH RAP Uw, Eat 
负 , 如 图 5$-2 所 示 。 可 见 , 在 图 大堂 标 系 中 , 凡 与 的 正 负 导 正好 相反 。 于 
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we — M(x) _ 
Ore ET 30D 
由 于 染 的 挠 曲线 为 -平坦 的 曲线 ,因此 ,ww” 与 |! 相 比 十 分 微小 而 可 略 去 不 
计 . 故 上 式 可 近似 地 写 为 


w ao we (5 — 2a) 
Ht Fa TBI F. 的 影响 ,并 在 (] toe OP PRET owe? 项 , 故 称 为 梁 的 
挠 曲线 近似 微分 方程 . 
ASR ACR ORE RY 为 一 常量 ,上 式 可 改写 为 
Elw” =- M(x) (5 - 2b) 


因此 ,在 推导 等 直 梁 的 挠 曲线 方程 时 ,可 按 式 (5 - 2b) MEAT ERD HHL A 
撒 柏 容 条 件 给 出 的 边界 条 件 来 确定 积分 常数 。 

当 金 染 各 横 截 面 上 的 弯 符 可 用 单一 的 弯 托 方程 表示 时 (如 在 图 5- 3 中 所 未 
的 一 些 荷载 情况 下 ), 梁 的 挠 曲线 近似 微分 方程 仅 有 一 个 ,可 将 式 (5 -2b) 的 两 端 
BRA dr ,经 积分 一 次 后 可 得 


Ehe’ = ~ [Mdr +C, (5 ~ 3a) 


H 5-3 
再 积分 一 次 , 即 得 


Ehe =- {[ [mryar lee 1 Cr+e, (5 — 3b) 
上 两 式 中 积分 常数 C.C 可 通过 沼 乒 曲线 的 边界 条 件 确 定 。 例如 在 简 支 梁 { 图 
5 一 4a) 中 , 左 、 右 两 镜 支 座 处 的 找 度 w, 和 ut, 均等 于 零 ;在 悬臂 梁 (图 5 - 4b) 
中 ,固定 端 处 的 挠 度 w, MEMO, 均等 于 零 等 等， 
T Atanti- WER ee OT Lt Teen Oh dg 是 长 度 为 由 er a 
EO PPT Sah Un ALAS fe 
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确定 积分 常数 C MCCA AR- 30) i5- 3b) ,就 分 别 得 到 梁 的 转 
角 方 程 和 和 找 曲 线 方程 ,从 而 可 确定 任 一 机 截面 的 转角 和 拨 度 ， 


图 5-4 例题 5 一 1 图 


BI S-1 图 示 一 弯曲 刚度 为 EI 的 悬臂 梁 , 在 自由 端 受 一 集中 力 下 和 作 
Ho RR MSA TEAR ATE ,并 确定 其 最 大 后 度 w ,和 最 大 转角 8。 
解 : 首先 写 出 梁 的 弯 卸 方程 。 取 x 处 横 截 面 右 俩 梁 段 ,由 荷载 下 直接 写 出 


Ml) =- Fii- r) (1) 
RDIS ie MAU a A 
Ehe” =- M(x) = Fi - Fr (2) 
然后 通过 两 次 积分 , 即 得 
Elw = Fix - i +C, (3) 
Elw -Pr Er ete, (4) 
ERRET, UA AE RE maki HE A ASTE, p 
E r=04k, w= 
Ec =O4b, w =0 


根据 边界 条 件 , 由 {3),(4) 两 式 可 得 
C =Ò 及 C,=0 
将 确定 的 积分 常数 代入 (3),(4}) 两 式 ;四 得 梁 的 转 骨 方程 和 乒 曲 线 方 程 分 别 


为 
a  . Hr Fr 
用 二 mum = FI SET (5) 
种 
_ Fix? Fy? 
œ = DEI 6E1 (6) 


FRG AE EY SSH AR a FR AP Th SB BS , 梁 
的 最 大 转角 On RARE w, BREE c= 的 自由 端 截 面 处 。 由 (5), (6) 
两 式 可 分 别 求 得 其 值 为 


160 She PS MMM 


Fi O BP 
= | 一 一 一 — = 
Bons 50 5 ET SEE DEY 
fl 
Fi Fr) | FR 
TE = ti! | -= 


! 2E} GET GEJ 
E CER GRA EI. RR EE B 点 向 下 移动 ;转角 为 正 植 ,说 明 横 
EE B Uy Mey Et PS oea), 

例题 5-2 图 示 一 弯曲 刚度 为 Fr WT x 
梁 , 在 全 梁 上 受 集 度 为 g WEAR EAD. id 
求 染 的 挠 曲 线 方程 和 转角 方程 , 首 确 定 其 最 大 
Fe SE ro, MBAS AA Ouo 

解 : REPR AG AB OT AMR A Be Be LL) 


A 
P= Fs = fal Bi 5-2 图 
Ee i) A E 
Mir) = ¥ 一 Far = 5 (r — 了) (i) 
FROR Mir MR ASKS - 2b) ,再 通过 两 次 积分 ,可 得 
Efm := 一 HS — zh Ci (23 
Elw =- (5-5 )1 Cixdi C; (3) 
ERREP. EE ee a hE 
Æ r=0 4h, w= 0 
Ü e= ab, w=0 
根据 边界 条 件 , 由 式 (3) 可 得 
+ gf Ë 
C =0 及 Etwl,-,= -4 (1)+C =0 
从 而 解 出 
_ gt 
C1 = 57 


Tae FR SS FA ES RD BH 


如 一 uw = gpr E = Bia? 小 4r’) (4) 
Fil 


W = shy! ~Divr + x) (3) 
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Fa FE Sh Bu RE EB pA ARER ERAS , E , BR ee et me 
是 对 称 的 . 由 图 可 见 ,两 文 座 处 的 转角 绝对 值 相等 ,日 均 为 最 大 值 。 分 别 以 上 = 
OR eri 代 人 式 (4) 可 得 最 大 转角 值 为 


"Ta T 4E 
Re ah By SEH EA CE AE A, BE ERB P r= 
112 处 。 所 以 其 最 大 挠 度 值 为 
a EO Sol’ 
ma 5w lao HE -2x Tt g | 384EI 
在 以 上 两 例题 中 ,积分 常数 C AC, 的 几何 意义 ,可 以 从 (5 ~- 3a) 和 (5 一 


3b) 两 式 中 直接 看 出 。 由 于 以 r 为 自 变 量 , 在 坐标 原点 即 x =0 椒 的 定 积分 
| M(x)de mf | [Mx da |ax 恒 等 于 零 , 因 此 积分 常数 


C, = Elw |.. = Elh, C, = Elwa Ce) 
AP, Oy 和 ws 分 别 代表 坐标 原点 处 截面 的 转角 和 挠 度 。 在 例题 5- 1 中 ,坐标 
原点 即 固 定 端 处 截面 的 名 和 me 均等 于 零 ,因此 CG MC, EISTE, EA 


是 5-2 中 坐标 原点 即 左 饮 支 座 处 截面 的 w。 0 而 % = spr Ak C=0, 而 


Ca 


3 
c,=# 


24° 

当 梁 受到 指向 相同 的 横向 荷载 (分布 荷 载 或 集中 荷载 ) 作 用 时 , 简 支 梁 的 最 
太 转 角 发 生 在 左 支 座 或 右 支 座 截击 处 ,而 简 支 梁 的 最 大 乒 度 ,根据 求 函数 极 值 的 
原理 ,将 发 生 在 w =0 的 截面 处 。 但 由 于 梁 变 形 的 连续 性 ,在 指向 相同 的 横向 
荷载 作用 下 ,其 最 大 抄 度 可 用 梁 跨 中 点 处 的 挠 度 值 来 代 兰 , 详 见 例 题 $5- 3。 

若 梁 上 的 荷载 不 连续 , 即 分 布 荷 载 在 跨度 中 间 的 某 点 处 开始 或 结束 ,以 及 集 
PERRE H NRE RAE, , 则 梁 的 弯 抢 方程 须 分 段 写 出 ,各 段 滩 的 挠 曲线 近似 微 
分 方程 也 就 不 同 。 而 在 对 各 段 梁 的 近似 微分 方程 积分 时 .都 将 出 现 两 个 积分 党 
数 。 要 确定 这 些 积分 常数 ,除了 利用 支 座 处 的 约束 条 件 外 ,还 应 利用 相 邻 两 段 梁 
在 交界 处 位 移 的 连续 条 件 ,例如 左 、 右 两 段 梁 在 交界 处 的 截面 应 具有 有 相等 的 拨 度 
和 转角 等 。 上 述 确 定 积分 常数 用 的 约束 条 件 和 连续 条 件 ,者 发 生 在 各 有 段 找 曲线 
的 边界 处 ,因此 ,统称 为 边界 条 件 。 实 质 上 ,都 是 窒 曲 位 移 中 的 变形 相 容 条 件 。 

当 损 曲 线 方程 的 分 段 较 多 时 ,往往 要 确定 很 多 积分 常数 ,使 计算 宛 长 ， 但 
是 ,如 果 在 写 硒 抵 方 程 和 在 对 挠 曲线 近似 微分 方程 进行 积分 时 , 苯 循 一 定 的 规 
则 ,就 可 使 积分 常数 的 确定 大 为 简化 。 下 面 结合 例题 ~ 3 来 加 以 说 明 。 

例题 5-3 图 示 一 弯曲 刚度 为 EI WALE ED 点 处 受 一 集中 荷载 下 作 
用 。 试 求 梁 的 找 曲 线 方程 和 转角 方程 ,并 确定 其 最 大 挠 度 和 最 大 转角 。 
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解 : 梁 的 两 个 支 反 力 ( 见 图) 为 


对 于 T 和 II 两 段 梁 .其 弯 矩 方程 分 别 为 


M = Fy = F oe (OS 7 Sa) 


M: =Foxr-Flr-a) ar<!) 
(2°) 
Se 1 ,1 HHA RRA aki UTF: 
RAL (02rma) Re II Casares) 
Elw =- M =- F ae (3°) | Elw' = -M= ~ Fort Fr ~a) (3°) 
积分 一 次; 
mp D x A ， pr Flr-a) # 
Ehe = 了 可 (4°) | Elw = PTX at 3 tC, (4) 
再 积分 一 次 ，; | Elw,- -Fx Er) 
一 一 -了 x 7 ‘ i 
Elw, = -F ne + Cat D, 《 + CD (5°) 


TARE TI 进行 积分 运算 时 ,对 含有 (z - a MSR ABEF MA- 
a) 作 为 自 变 量 进行 积分 ,这 样 可 使 下 而 确定 积分 常数 的 工作 得 到 简化 。 
利用 D 点 处 的 连续 条 件 : 
TE r=a bh, wi tw); TE r=a dh, w, = w 
FA) 4) 和 (5 GORA LEAR RB 
C=C, D, =D, 
如 前 所 述 ,积分 常数 C 和 D, SIS EI, 和 Erwo ,因此 有 
Ci = C, = Elfy, D, = D = Elw, 
ATERPE A Dh te EE, AE, w =0, 故 卫 ,= D, =0。 另 
一 积分 常数 C = C, = E16 , 则 可 利用 右 支 座 处 的 约束 条 件 , 即 
TEx =f AE, w, =O 
来 确定 。 根 据 这 一 边界 条 件 , 由 染 段 II 的 式 {5”) 可 得 


‘but FUi-ay 
Elw| ,= F Px 5+ FU ars Ci=0 


BO a} oR 13 
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Fb 

6/ 
将 积分 常数 代 大 (4 O, 4) GOR 7) 四 式 , 即 得 两 段 梁 的 转角 方程 和 乒 曲 

线 方 程 如 下 : 

MP] (OSlrsia) 


转角 方程 : 


C,=C.= Ele, = =?’ - 8) 


SE II lasiri) 


` Fh i a 
= -Eb i 2_ pty nt A= wy — at 
paw pe live | TET | 6 
(6) ure) | (6") 
挠 曲线 方程 
Far. 2 、 wa ET EOT + bz | 
w= ll a] (7) 6fEI| b 


《7 } 


将 了 =0 和 =: 分别 代 人 (6) 和 (6 两 式 , 即 得 左 . 右 两 支 座 处 截面 的 转角 


分 别 为 
Foli- b) Fab(i+6) 
6E} 6iET 


+ 
Bs = Oy | ,-, = — “BB a) 


H a 之 b 时 , 右 支 座 处 截面 的 转角 绝对 值 为 最 大 ,其 值 为 


-g —_ Fablita) 
Prax = Ün GEI 


现 确 定 深 的 最 大 找 度 。 简 支 梁 的 最 大 挠 度 应 在 w =0 处 。 先 研究 深 段 1， 
令 mi =0, 由 式 (6) 解 得 


x -JEE = Jela +26) (8) 

Fadhb ART r, 值 将 小 于 a, DTD, BARE RERBS Ih, 
将 x, ERARO ARIES BS ABS HE 

re (9) 

申 式 (8) 可 见 ,5 和 值 越 小 , 则 zx, 值 越 大 。 即 荷载 越 靠 近 右 支 座 , 梁 的 最 大 挤 度 点 

离 中 点 就 起 远 ,而 且 梁 的 最 大 找 度 与 梁 圈 中 点 乒 度 的 差 值 也 随 之 增加 。 在 极端 

pens b 值 其 小 ,以 致 8* jl? COL BT RAAT AMAO, (10) 两 式 可 


ĝa = 0) |,-o0= = 


Fei? Fbi? 
TL nay BY = 0.064 2 28 
9V3EI El 


[64 SRE Bw heise 


we = wl 4 = ggr OE — 46") (10) 


去 ”项 ,得 


在 这 一 极端 情 次 下 ,两 者 相差 也 不 超过 梁 跨 中 点 拨 度 的 3% 。 直 此 可 知 , 在 简 支 
梁 中 ,不 论 它 受 什么 荷载 作 几 ,只 要 挠 曲线 上 无 拐点 ,其 最 大 挠 度 值 都 可 用 梁 跨 
中 点 处 的 措 度 值 来 代替 ,上 其 精确 度 能 满足 工程 计算 的 要 求 。 


当 集中 荷载 F 作用 在 简 支 梁 的 中 点 处 , 即 a = 6 = 地 时 ,出 
Fe 


在 上 例 中 RETANA: C) 对 各 段 梁 ,都 是 从 同一 坐标 原点 到 截面 之 
间 的 荣 段 上 的 外 力 列 出 弯 矩 方程 ,所 以 后 一 梁 段 的 弯 上 矩 方程 中 包括 前 一 梁 自 的 
弯 征 方程 和 新 增 的 (rz ~ a) 项 ;(2) 对 (x 一 a) 项 的 积分 ,以 (x - a) 作为 自 变量 。 
于 是 ,由 挠 曲线 在 x = 2 处 的 连续 条 件 , 就 能 得 到 两 段 梁 上 相应 的 积分 常数 分 别 
相等 的 结果 。 对 于 弯 和 抢 方 程 需 分 为 任意 几 肌 的 情况 ,只 要 遵循 上 述 规则 ,同样 
可 以 得 到 各 梁 段 上 相应 的 积分 常数 分 别 相等 的 结果 ,从 而 简化 确定 积分 常数 的 
工作 。 


§5-3 按 谷 加 原理 计算 梁 的 抄 度 和 转角 


由 于 梁 的 变形 微小 , 梁 变 形 后 其 跨 长 的 改变 癌 略 去 不 计 , 且 梁 的 材料 在 线 弹 
性 范围 内 工作 ,因而 , 梁 的 挠 度 和 转角 均 与 作用 在 梁 上 的 荷载 成 线性 关系 。 在 这 
种 情况 下 , 梁 在 几 项 荷载 (如 集中 力 ,集中 力 侦 或 分 布 力 ) 同 时 作用 下 某 一 横 截面 
的 乒 度 和 转角 ,就 分 别 等 于 每 项 荷载 单独 作用 下 该 截面 的 挠 度 和 转角 的 大 加 。 
此 即 为 者 加 原理 。 

在 工程 实际 中 ,往往 项 计算 梁 在 几 项 荷载 同时 作用 下 的 最 大 乒 度 和 最 大 转 
角 。 阁 已 知 梁 在 每 项 荷载 单独 作用 下 的 挠 度 和 转角 表 ( 参 看 附录 IV), MRE 
原理 来 计算 梁 的 最 大 挠 度 和 最 大 转角 将 较为 简便 。 

例题 5-4 一 弯曲 刚度 为 EI 的 简 支 梁 受 荷载 如 图 a 所 示 。 试 接 夫 加 原理 
RRS PR URE wo 和 支 座 处 机 截面 的 转角 OO, ,6 。 

解 : 梁 上 的 荷载 可 以 分 为 两 项 简单 的 荷载 ,如 图 b,e 所 示 。 由 附录 iv 的 
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RIP A E A A oe SE H T Se Ao AE i f RR , 即 得 所 求 的 位 移 
H. 


_ Set M, U 
we = We, + Weu = Fay 16FI 
gi” Mi 
O,= 4, + Gay = rea, t 3EI 
ie M 
On = On, + Go = — 5h ee BET 


语 题 5- 4 图 


例题 5~5 ARK REA a 所 示 弯 曲 刚度 为 EI 的 简 支 梁 的 跨 中 截面 
BER we 和 两 端 截面 的 转角 Op 。 


例题 5-5 图 


解 : 为 利用 附录 代表 中 的 结果 ,可 将 图 a 所 示 薪 载 视 为 对 里 中 截面 C 为 正 
对 称 荷 载 与 反对 称 荷载 两 种 情况 的 得 加 (图 b). 
在 正 对 称 荷载 作用 下 , 梁 跨 中 截面 的 挠 度 以 及 两 端 截面 的 转角 分 别 贞 


if SLR PART He 


_5(g/2)l* _ Sql 


We” ag4El  76REI 
op ag -UDU a 
uo 7m MEI  48Ef 


ERRA RIFET , 梁 的 指 曲 线 对 寺 跨 中 截面 应 是 反对 称 的 ,因而 跨 中 截 
MAE wwe 等于零。 由 于 截面 C 的 挡 度 为 零 , 但 转角 不 等 于 零 , 且 该 截面 上 
ASHE REE , 故 可 将 AC 段 和 CB 段 分 别 视 为 受 均 布 荷载 作用 且 长 度 为 人 
的 简 冯 梁 . 因 此 ,由 附录 访 表 中 查 往 

A.=0 -gD UY gi 
MS 24EI 384E] 
REFE for 0 Ae A EA D, BA 


5 gl? 
Up = Wp E Wp = ATA +} 


_ a O ë 
P= Ga + Or AREI 384E] 18 ET | 2) 
_ -a , gq Fql’ 
Yo = Om + Sea ~ IRET * 3B4EI 4) 


例题 5-6 一 咨 曲 刚度 为 EI Woh eS ae a Bra RRA MAR, 
RRM BFE AG, LAR A 端 和 BC BURS D EEE w, Al wy 。 
29 


2q 
t 
M= ga 
(b) wT Own 
， 2ga 
M, 294 q 
A 
i) wy TTI p= C 
i ’ 
ff 
4 Bi wog i 
(2) M= ga? ” 
Gay WDM , 


情 题 5 -65 图 
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B: 在 附录 下 中 给 出 的 是 简 支 梁 或 悬臂 庚 的 挠 度 和 转角 ,为 此 ,将 这 外 伸 梁 
洁 了 截面 截 开 ,看 成 是 -- 简 支 梁 和 一 悬臂 梁 、 显 然 ,在 两 段 梁 的 截面 B 上 应 加 
上 互相 作用 的 力 2ga MAIE M, = oa HR BHRAS, Hea 
ct 两 图 中 梁 的 挠 明 线 是 假定 的 ?可 见 , 图 c 中 简 支 梁 BC 的 受 力 情 况 与 原 外 伸 梁 
的 BC 段 受 力 情况 相同 ,因此 , 按 本 加 原理 求 得 的 简 支 梁 BC 的 Rw, ,也 就 是 
OMAR AC 的 8, Ruy ARR BC 上 的 :项 荷载 中 ,集中 力 2ga 作用 在 支 
座 处 ,不 会 使 梁 产 生 弯 向 变 形 ;由 附录 下 可 分 别 查 出 由 力 偶 窍 M, 和 均 布 荷载 0 
S ERI On Alu, (Hd 及 e) ,得 


24EI 24EJ 3 EI 


六 = gl” ql2a) 1 ga’ 
Hip 


Sut =~ SEP SEY" 3 ET 
"384 EF 384 EI 24 El 
i o Mil" ga(2a)_ 1 ga“ 
Di 16 五 7 16ET 4 EF 
于 十, 按 过 加 原理 得 
l ga’ 
On = Op | Ony = 3 ET 
1 


ROMER AC 的 A WEE w, 也 可 按 要 加 原理 求 得 。 由 图 a,b oc TR. 
由 于 截面 日 的 转动 ,带动 AB 自作 刚体 转动 ,从 而 使 A 端 产 生 拨 度 w, 而 由 
AB 让 本身 弯 曲 变形 引起 的 挠 度 , 即 为 悬臂 梁 ( 图 bR w, FE A 端的 总 
HEWA 
wa Stu, + uw = ip'a t w, 
式 中 的 O,:a 这 一 项 具有 负 号 ,是 因 图 c 中 的 9， 为 负 值 ( 逆 时 针 向 转动 ) 时 将 产 
ERK wi. 46, Rw, 值 代 人 上 式 , 得 


55-4 梁 找 曲线 的 初 参数 方程 


本 节 介 绍 一 种 适宜 用 计算 机 计算 弯曲 位 移 的 方法 。 在 这 种 方法 中 ,不论 荷 
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载 如 何 复杂 RR AER PR -的 方程 来 表达 。 

如 5-2 中 所 述 ,根据 等 直 梁 的 挠 曲线 近似 微分 方程 ,通过 两 次 积分 所 得 
的 找 曲 线 方 程 , 其 两 个 积分 常数 可 用 E, 和 上 fa 来 表示 。 其 中 全 Mw, 分别 
代表 坐标 原点 x =0 处 截面 的 转角 和 挠 度 , 习 惯 上 称 为 初 参 数 。 本 节 将 进一步 
给 出 用 尝 标 原点 处 截面 上 的 前 力 Fa BE M 以 及 ,we 四 个 初 参数 来 表达 
ARR eR ,这 征 方 程 称 为 滩 近 曲线 的 杨 参 数 方程 ， 为 此 ,先导 出 等 直 梁 挠 曲 


线 的 四 阶 微分 方程 。 
SABA ET 的 等 直 梁 挠 曲线 的 近似 微分 方程 为 
Elw =- Mia) (a) 
LEPAR .前 力 与 荷载 集 度 间 存在 着 如 下 的 微分 关系 : 
Mir) = Fela) (b) 
Falr) = g(r) Cc) 


WP g(a Ee) FALE. . 
将 式 (a) 的 两 端 对 > 取 汪 阶 导数 ,并 由 (b),(c) 两 式 的 关系 , 即 可 得 等 直 梁 撞 
曲线 的 四 阶 微分 方程 : 


Ele” =- qtr) (d) 
应 用 式 (dd) 推 导 梁 的 乒 曲 线 方程 , 需 经 过 四 次 积分 ， 
Ele” =- M'(r) =- Flr) = - falx)de +C, le) 
Elw =- MCr) = - [faoa +C,r+C, Cf) 
Elw = EI =— [ffaca + oy + Cir t C, (g) 
Elw = 一 EG:S + Gp + x + Cx + C, (h) 


当 以 = =0 代入 以 上 四 式 时 ,以 x 为 自 变 量 在 坐标 原点 处 的 一 系列 定 积 分 
ü 0 
j alode ff q(x)dr? 等 等 均等 于 零 , 于 是 ,可 得 积分 常数 为 


Ci =- Fe i 

Cr =- Mo | | 
C, = Ela, | i) 
C, = Eke, | 


AP , Peg» Ma bo 和 rn Sh Bll ay Ms ip De Rb A AR +B BY D 5E Ay PB 
RAMS, BRU RARCh), BB 
mmm Fe 3 Ma 


Elw = - iH gleda’ ~ By - 5227+ Elba + Elw, (5-4) 
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上 式 即 等 直 梁 挠 曲线 的 初 参数 方程 。 此 外 SRR ORAR( 2) ,从 而 得 到 等 直 
Re AN MS MA FH 
Elb = 一 MEES 一 Dap? - Mar + Elf, (5-5) 

25 1B) Se RE ake AE REAA H for BPE A ee AGS — 4 Re BS ih 
线 上 方程 ,其 中 四 个 初 参数 P.M. 和 ww TARR MARE. AR 
的 支 座 情况 和 尘 受 的 外 力 较 为 复杂 时 BRA RTA RHR RE AB 
比较 朵 烦 ,但 知 采 用 类 似 于 例题 5- 3 中 的 规则 ,并 在 电子 计算 机 上 排出 程序 进 
行 计算 , 则 有 其 独到 的 优点 。 

例题 5-7 试用 初 参 数 方程 求 图 示 夺 曲 刚度 为 EI 的 简 支 粱 在 均 布 荷载 作 
FAR OBS PHE we 和 支 座 呈 处 截面 的 转角 8,。 

解 : 首先 求 梁 乒 曲线 初 参数 方程 (7 一 7) 
中 的 四 个 初 参 数 。 在 坐标 原点 处 的 彰 力 Fy 


=X FE M WER wo HSER. MBM 


Oy 则 需 通 过 简 支 梁 在 右 支 座 BB( 即 x = 站 处 
找 度 等 于 零 的 边界 条 件 , 由 式 (5 - 4) 求 得 。 因 


HERRAT , 故 式 中 的 g 应 加 上 负 导 。 于 例题 57 图 
是 有 
_ -a g 
o= -4E IE + Eloi 
从 而 可 得 
_ gi 
Oo = 74E] (1) 
求 得 四 个 初 参数 后 , 即 可 由 式 ($- 4) 得 到 梁 的 挠 曲线 方程 
《= gia" 3 i? 
Elw = -一 加 一 一 在 = + Fra (2) 


Bh c= SARA (2), TEREP C 点 处 截面 的 挠 度 为 


Sql" 
384Ei 


BRIAR A BSR ES - 5) ,可 得 梁 的 转角 方程 


Tg 


El = ~(-g) 2-24 È 
6 4% 24 


LAr =i 代入 , 即 可 求 得 支 座 B 处 截面 的 转角 为 


170 ah Be AG HH YS fu 


rr L 


re -- 


gl" 
24 开 了 

通过 本 例 可 见 ,在 确定 初 参 数 时 , 除 要 利用 文 座 处 位 移 的 边界 条 件 外 ,还 需 
利用 力 的 边界 和 件 。 此 外 ,还 需 注意 各 初 参数 以 及 向 载 的 正 负 号 的 规定 。 


$5 一 5 梁 的 刚度 校 核 ， 提 高 梁 的 刚度 的 措施 


8 = 一 


I, 梁 的 刚度 校 核 


在 按 强 度 条 件 选择 了 梁 的 截面 后 ,往往 还 需 对 梁 进 行 刚 度 校 核 。 若 党 的 位 
移 超 过 了 规定 的 限度 , 则 其 正常 工作 条 件 就 得 不 到 保证 。 在 土建 结构 中 ,通常 
对 梁 的 找 度 加 以 限制 ,例如 桥梁 的 挠 度 过 大 , 则 在 机 车 通过 时 将 发 生 很 大 的 振 
动 。 在 机 械 制造 中 ,往往 对 找 度 和 转角 都 有 一 定 的 限制 ,例如 机 床 主轴 的 挠 度 
过 大 ,将 影响 其 加 工 精 度 ;传动 轴 在 支 座 处 转角 过 大 ,将 使 轴承 发 生 严重 的 磨损 
等 等 。 

在 各 类 工程 设计 中 ,对 构件 弯曲 位 移 竟 许可 值 有 不 同 的 规定 。 对 于 染 的 乒 


度 , 其 许可 值 通 常用 许可 的 挠 度 与 跨 长 之 比值 | 区 | 作为 标准 。 例 如 在 土建 工程 


中 ,至 | 值 常 限 制 在 a55 ~ 了 65 范围 内 ;在 机 械 制造 工程 中 ,对 主要 的 轴 . 


250 
| HBL A Ae = 66560 范围 内 ;对 传动 轴 在 支 座 处 的 许可 转角 [9] 般 
限制 在 0.005 一 0.001 rad 范围 内 。 

梁 的 刚度 条 件 可 表达 为 
7 Ss [7] | (5-6) 
ban <0} | 


应 当 指出 ,一 般 土建 工程 中 的 构件 ,强度 要 求 如 能 满足 ,刚度 条 件 一 般 也 能 
满足 。 因 此 ,在 设计 工作 中 ,刚度 要 求 常 处 于 从 属地 位 。 但 当 对 构件 的 位 移 限制 
很 严 ,或 按 强度 条 件 所 选用 的 构件 截面 过 于 单薄 时 ,刚度 条 件 也 可 能 起 控制 作 
Al. 

例题 5- 8 一 简 支 梁 承受 四 个 集中 荷载 ,如 图 a BR. WOR RH 
成 ,如 贸 b。 已 知 钢 的 许 用 弯曲 正 应力 [vc]= 170 MPa, , 许 用 切 应 力 [r] = 100 


MPa MIERE E = 210 GPa, 梁 的 许可 找 度 与 跨 长 之 比值 为 [于]= 1。 试 按 
强度 条 件 选择 醒 钢 的 型 号 ,并 校 核 梁 的 刚度 。 


$5- 5 READ AN BEAK - Be Fe SE KI BEY se aE 17] 


120 kN 30kN 40kKN 12 kN 


Tatty 
~ 
N 
K 


COE) p 
z bii Sin 


i 


Py EHEN) 64 Z 
l a N 是 [Maes E 
Mi 


MES- E 


解 : ARENA ADS, RMS co BARE 
Ms = 62.4 kNm 
下 应 力 强 度 条 件 , 梁 所 需 的 弯曲 截 曾 系数 为 
Nw 62.4x10 Nem 


= Nm x -6 49 
P 170X10° PaO SIO m 


Ti — FS oh ATT FR ew, = SOTTO m 


PALS AA 20a SHH ,其 弯曲 截面 系数 为 
W, =178 cm’ 
当选 用 两 根 20a SRA BARRERA 


_ 62.4x1l0 Nm _ 6 
G max 2x (178x10 ° m) |75” Fa = 175 MPa 


EFAS h EW 7924 3% ,其 差 值 在 一 般 规定 的 5% 范围 内 ,是 允许 的 。 
其 次 , 校 核 汪 的 切 应 力 强 度 。 为 此 ,根据 20a SA ARES 的 尺寸 ! 图 
d) ,计算 其 中 性 轴 一 侧 的 面积 对 中 性 轴 的 静 算 
S im = (73 mm x 100 mm X 50 mm) — (100— 11) mm x 
(73-7) mmx (100 A1) mm 


=183.5x10 f m, He 


= 104 000 mm? 
由 型 钢 规 格 表 查 得 20a 号 槽 钢 的 上 = 1 780 cm ,而 每 一 槽 钢 的 最 大 剪 力 为 


Tsmx ，138X 10° N 


_ 3 
了 5 =69x 10° N 
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EFS R d=7 mm KAWMMA MRE B44 一 17), 有 
(69 x 10° N)(104 x 10 ° m°) 
(1780 x 107% m')(7 x 10°77 m) 

PY 见 ,20a 号 槽 钢 满 足 切 应 力 强 度 条 件 ， 

最 后 , 校 核 守 的 刚 短 条 件 。 由 于 梁 上 各 集中 荷载 的 指向 相同 ARR 

AA HERS A A C abe we, 作为 梁 的 最 大 挠 度 妈 ,并 由 杰 加 原理 可 得 


=§57.5x 10° Pa=57.5 MPa< Ír] 


1 Fb 
Wome T 2 agp Sl’ — 467) 
sw N)(0.4 m) x (3X2.4¢ m —4«0.4 m?) + 


(30x 10° N)(O.8 m) x (3*2.4? m -4x 0.8? m )+ 
(40x 10° N) (0.9 m) xX (3x2,.4 m -4 0.9? m7) + 
(12x10 N)(0.6 m) x (32.4? m -4x0.6 m*) | 
_ 1 671 x 10° Nm 
~ 48(210 « 10° Pa)(2 * 1 780 * 107* m’) 
注意 ,在 计算 120 kN 和 30 kN 两 荷载 所 引起 的 乒 度 时 , 取 支 座 A 到 荷载 作 
用 点 的 距离 作为 附录 六 中 第 11 种 情况 中 的 5 值 , 即 实质 寺 是 将 坐标 原点 取 在 OB 
点 来 应 用 上 述 公 式 的 。 
LE a) ee EA 


[wl= | | x= 7x2, 4m=6x10 $? m=6 mm 


=4.66x 10? m 


由 于 
Wom = 4. 65 mm< | rw | 
因此 ,所 选用 的 权 钢 满足 刚度 条 件 的 记 求 。 


TT. 提高 梁 的 刚度 的 措施 


由 梁 的 位 移 表 (附录 开 ) 可 见 , 梁 的 位 移 ( 挠 度 和 转角 ) 除 了 与 江 的 支承 和 匣 
载 情况 有 关外 ,还 取决 于 以 下 三 个 因素 , 即 

材料 一 一 梁 的 位 移 与 材料 的 弹性 模 量 E 成 反比 ; 

截面 一 一 梁 的 位 移 与 截面 的 惯性 矩 工 成 反比 ; 

跨 长 一 一 滩 的 位 移 与 跨 长 ! Hn 次 宪 成 正比 (在 各 种 不 同 荷载 形式 下 ,n 分 
别 等 于 1,2,3 或 4)。 由 此 可 见 ,为 了 减 小 梁 的 位 称 ,可 以 采取 下 列 措施 

1. 增 大 梁 的 窗 曲 刚度 EL ”对 于 钢材 来 说 ,采用 高 强度 钢 可 以 显著 提高 梁 
的 强度 ,但 对 刚度 的 改善 并 椒 明显 , 因 高 强度 钢 与 普通 低 碳 钢 的 上 值 是 相近 的 。 
因此 ,为 增 大 梁 的 刚度 ,应 设法 增 大 了 值 。 在 截面 面积 不 变 的 人 情况 下 ,采用 适当 
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JE AR Ao a m fE R E sR a E BE ee aE OT ES 
(AT MM A i LRA E.R LS 
形 、 箱 形 等 截面 . 

2, 调整 器 长 和 改变 结构 ”由 于 梁 的 挠 度 和 转角 值 与 其 跨 长 的 n KERE 
比 , 因 此 ,设法 缩短 梁 的 跨 长 ,将 能 显 蔷 地 减 小 其 找 度 和 转角 值 。 桥 式 起 重 机 的 
钢 梁 通 常 采 用 黄 端 外 伸 的 结构 (图 5- 5a), 就 是 为 缩短 跨 长 从 而 减 小 梁 的 最 大 
挠 度 俊 。 辣 时 ,由 于 粱 的 外 但 部 分 的 自重 作用 ,将 使 粱 的 AB 跨 产 生 向 上 的 挠 度 
(图 5-5b), 从 而 使 AB 跨 的 向 下 拨 度 有 所 减 小 。 此 外 ,增加 轨 的 支 座 也 可 减 小 
其 挠 度 ,例如 和 在 悬臂 梁 的 目 由 端 或 者 简 支 梁 的 跨 中 增加 一 个 支 座 , 均 可 使 梁 的 措 
度 显著 减 小 。 但 采取 这 种 措施 后 ,原来 的 静 定 深 就 变 成 为 超 静 定 粱 。 关 于 超 静 
定 梁 的 解法 将 在 第 六 章 中 介绍 ， 


q q g 
A = B 
A B 人 
(a) {b} 
5-5 


$5-6 梁 内 的 弯曲 应 变 能 


当 梁 栖 曲 时 , 染 内 将 积蓄 应 变 能 。 先 讨论 梁 在 纯 奔 曲 {图 5 6a) A 
能 。 在 弹性 体 变形 过 程 中 ,外 力 所 作 的 功 W 在 数值 上 等 于 积 车 在 弹性 体内 的 
应 变 能 V,。 梁 在 纯 弯 曲 时 只 受 外 力 偶 作 用 ,因此 ,其 咨 曲 应 变 能 V, 在 数值 上 就 
等 于 作用 在 梁 上 的 外 力 偶 所 作 的 功 W 

ca PES OT BERT LO OM 都 等 于 外 力 侦 矩 M., 即 为 常数。 
当 梁 在 线 弹性 范围 内 工作 时 ,由 式 (4- 4) 可 知 , 梁 轴线 在 弯曲 后 将 成 一 曲率 为 “ 
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- 2 TE REA RARAS Be 
二 一 (a) 


或 
= > (b) 
由 式 (b) 得 知 ,8 BM, 间 的 关系 可 由 图 5 - Ob 所 示 直 线 表 示 。 直 线 下 的 二 


角 晓 面积 就 代表 和 外力 偶 所 作 的 功 W, E) 
l 


W=3M.9 
AA ri 49 2 2S ET 
V, = 5M.6 (c) 
由 于 M=M, , 故 上 式 又 可 改写 为 
V, = 5 Me (d) 
Ob), Ca) PPR 6 DRI A (Cc), (dR BS 
Mi 
V, = ET (5 -— 7a) 
和 
Mei 
V, = SET {5 一 7b) 


FE tA E h a, EA E EE a BB Sp 5 a GE A 
5 BY UT) BE JE AE EB) BY) gO BE SE BE, 
取 长 为 dz 的 梁 段 {图 5 一 7), 其 相 邻 两 横 截 面 上 的 
See Bl Mr) AM M(x) +dM(r), mH 
Se — BAC ch RR AAR, FETERE- 


7b) 计 算 其 弯曲 应 变 能 为 ua GED Mt ame) 
_M(r) 
dV, = SET dx ais 
TRN SA EET ROR A 
2 
vem Ere (5 - 8) 


AY M(r) ARERR LBS RAR. YRRRMSRRRAREM, 
RSLS BE tt. BF AY OE EU EC HE 11) SS BE HE 
由 于 在 工程 中 常用 的 粱 的 跨 长 往往 大 于 横 截面 高 度 的 10 HE Rae 
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maam =- raana: 


一 ma -mm 


能 与 弯曲 应变 能 相 比 常 可 略 专 不计 。 
RER- 2b), Ele” = 一 M(xr), 于 是 , 式 (5 一 8) 可 写 为 


de (5 ~ 9) 


v=] ear 4 + 3 
显然 ,以 上 各 式 只 有 当 梁 在 线 弹 性 范围 中 一 — 
H TIER AP EA AY 
例题 5-9 SHAY E HERRE F 
一 集中 荷载 下 作用 ,如 图 所 示 ， 试 求 梁 内 积 
蓄 的 守则 应 变 能 VW ,并 和 用 功能 原理 求 4 M 


例题 -9 图 
i) $38 BE Wac 
解 : 荣 任 一 横 截 面 上 的 查 矩 为 
Mia} = Fr 
MAAS 一 8), 经 过 积分 好 得 染 内 的 应 变 能 为 
ft Fx? Fey? 
V 2E] °* =- GET 
荷载 下 所作 的 功 为 
| 
W = 3 Fw, 
应 与 染 内 的 应 变 能 相等 , 即 
1 FP 
z Ewa = CET 
由 此 可 得 A 端的 挠 度 为 
„oE 
wa ~ 3E] 
以 上 求 得 的 ms 为 正 秆 ,由 功 的 概念 可 知 ,tw, SAP 的 指向 相同 ( 妈 向 上 )。 
思 + 题 


5-1 梁 的 截面 位 移 与 变形 有 何 区 别 ? 有 何 联系 ? 图 a,b 所 示 两 汪 的 尺寸 及 材料 完全 
相同 ,所 受 外 力也 一 样 ,只 是 支 座 处 的 几何 约束 条 件 不同 。 试 问 ， Cl) 两 梁 的 弯曲 变形 是 否 相 
fe)? (2) 两 梁 相应 横 截面 的 位 移 是 否 相等 ? 

5-2 试用 积分 法 求 图 示 中 间 锭 梁 截 面 CHRE tw. RAAB. 


M, M, M, 

— &—3 

(a) (b) 
思考 题 5- 1 图 
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5-3 þik D= 500mm. $E 5-10 mm 的 钢管 4 


自由 放 在 地 面 上 , 设 管子 为 无 限 长 而 地 基 是 刚 忻 的 ， 
已 知 钢管 材料 的 弹性 模 量 E = 200 GPa, BH p-8.0 AA B 
kNim’. FFA MAE h= 100 om RM BAB MK Ls go F7 


F RRR ABA? 
5-74 ARH PAIR IV OR PRES 思考 题 5 一 2 
oe aM A ERE we 


B 
思考 题 5 -4 图 

5-5 为 使 荷载 FAA SBE w BES, RR 4 F 
WRF 与 9 间 的 关系 ， 

5-6 SARWAN SMBS - 4) ,在 什么 poi k 
条 件 下 可 以 应 用 ? | i Lt 

5-7 EAB d HEA pH A we oh AE R = 
AVS ERE CO) , 试 求 截面 高 度 A 与 宽度 的 合 EFES 5 图 


理 比值 。 


AD (a) m h 7 
地 中 a p 


是 考题 5- 了 图 思考 题 5S-8 图 
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5-8 图 示 两 梁 的 尺寸 .材料 均 分 别 相同 。 汽 温度 沿 横 截面 高 度 按 直线 规律 变化 上 时， 
试 比 较 两 当中 的 最 太 正 应 力 及 最 大 挠 度 . 已 知 衬 料 的 线 脱 胀 系数 为 a, ERED E, 


习 题 


5-1 试用 积分 法 验算 附录 IV 中 第 1 EASTER OKRA RBARE PRR 
前 的 表达 式 ， 

5-2 简 支 染 承受 荷载 如 图 所 示 ,试用 积分 法 求 6, .0, FOR zw 所 在 截面 的 位 署 及 该 
HERRER. 

5-3 外 伸 梁 蒙受 均 布 荷载 如 图 所 示 , 二 用 积分 法 求 6, ,6 Bwn, wra 
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5-01 变 截 面 简 支 梁 及 其 荷载 如 图 所 示 ,试用 积分 法 求 跨 中 挠 庆 wa 
5~ 13 RARI ARERI IEE uo, Roe, 的 值 。 已 知 梁 由 18 导 工 字 希 制 成 ， 
E + 210 GPa. 
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习题 $5 一 11 图 习题 5~12 图 


5-13 Dee A IV ORM US - 4。 

5-14 RBM BHAA IV 求解 习题 5 5, 

5-15 Wea EH AR OV 求解 习题 5- 10. 

S-16 CHa Hn BB SP A FB LV 求解 习题 5-7 中 的 ww 。 

5-17 试 按 有 要 加 原理 并 利用 附录 IV 求解 习题 5- 22, 

5-18 CREAR ODER AB aR RP A ee C 处 的 挠 度 we, HEH A RS he A KBR 
已 知 EJ 为 常量 。 


{a} {b} 
习题 5-18 图 


5-19 RRMA BORAR PHAR OG He BAKE, 已 知 村 
EEA By A, FARREA E 

5-20 图 示 结 构 中 ,在 截面 4, 口 处 承受 一 对 等 值 . 反 向 的 力 FERREA EI 均 相 
等 。 试 按 便 加 原理 求 ALD 两 截面 间 的 相对 位 移 。 


习题 5 wR 习题 5- 20 图 


‘5-21 试用 初 参 数 法 验算 附录 IV 中 第 2 项 中 这 的 最 大 找 度 及 梁 端 转角 的 表达 式 ， 

“5~22 试用 初 参数 法 验算 附录 1V 中 第 5 项 中 识 的 最 大 搁 度 及 梁 端 转角 的 表达 式 ， 

5-3 试用 初 参 效法 验算 附 东 1V PROP PR NEE Re eae i ao ee 

"5-4 在 简 支 梁 的 两 支 座 截面 上 分 别 重 受 外 力 个 起 M, 和 Ms ,如 题 5 9 图 所 示 。 已 
AiR HS REY ET ,试用 初 参 数 法 求 9, 

5-25 松木 术 条 的 横 截 面 为 圆 形 PS i 4m, PR 


支 ,全 路上 作用 有 集 度 为 = 1.82 kNfm 的 均 布 前 载 ， 已 知 松木 的 pi 
i RE io } = 10 MPa, TER BE = 10 GPa; 梅 条 的 许可 相对 挠 9 
度 为 | EF = 上。 试 求 格 条 措 截 向 所 需 的 直径 。( 析 条 可 视 为 等 g | 
AAR ITH AE OE 


5-26 图 示 林 梁 的 右 端 由 独 拉 柱 支承 . CRN RRA Fzm 一 -| 
Wik SF O0.20m AEH IÉ , g = 40 kNm, ES = 10 GPa; RRA 
BEAM A, =250 mm ,上 , = 210 GPa, WR RATH PK A 及 J5. 26 图 
BE PS Oe PE Fd A 


ARE | 简单 的 超 静 定 问 题 


$6-1 超 静 定 问 题 及 其 解法 


前 面 所 讨论 的 轴 疝 拉 还 杆 或 杆 系 . 受 拍 转 的 图 杆 以 及 受 查 曲 的 染 AR 
或 构 侍 内 力 都 能 通过 静 力 学 的 平衡 方程 求 解 , 这 类 问题 称 为 静 定 问题 。 

在 工程 实际 中 .有 时 为 减 小 构件 内 的 应 力 或 变形 (位 移 ) ,往往 采用 更 多 的 构 
FRE. AMAA TSR POR — 2A = APB R E 6 一 1a), 由 于 平 
BMH RRA 2 PPE eR Ea ER E 3 
个 来 知 轴 力 ;又 如 一 个 长 跨度 的 简 支 梁 ARR AR KS ERRA HE, ZEB 
增加 一 个 支 座 (图 6 一 1b), 由 于 平面 平行 力 系 仅 有 两 个 独立 的 平衡 方程 , 故 梁 的 
二 个 交 反 力也 不 可 能 仅 由 静 力 平衡 方程 确定 。 这 类 不 能 单 任 静 力学 平衡 方程 求 
解 的 问题 , 称 为 超 静 定 问题 。 


fl 6-1 


在 超 静 定 问题 中 ,都 存在 多 于 维持 平衡 所 必需 的 支 座 或 杆 件 ,习惯 上 称 其 为 
多 余 约束 。 由 于 多 余 约 束 的 存在 ,未 知 力 的 数目 必然 多 于 独立 平衡 方程 的 数 
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目 。 末 知 力 数 超过 独立 平衡 方程 数 的 数目 , 称 为 超 静 定 次 数 。 与 多 余 约束 相应 
的 支 反 力 或 内 力 , 习 惯 上 称 为 多 余 未 知 力 - Alt , 超 静 定 的 次 数 就 等 于 多 余 约 课 
或 多余 未 知 力 的 数 日 ， 

出 于 多 祭 末 知 力 的 存在 , 林 知 力 数 超 过 独立 的 静 力 平衡 方程 数 ,因此 .除了 
He SI YB ARF ROR ADEA Ft. Hi, QE RAS RARE. 
件 ( 或 结 悔 ) 的 变形 受到 了 多 于 和 静 定 统 构 的 附加 限制 ， 于 是 ,根据 变形 的 几何 相 
容 和 茶 件 ,可 建立 附加 的 变形 几何 要 容 方 程 ,而 变 彤 (或 位 移 ) GR he 
撒 的 内 素 }) 间 上 共有 一 定 的 物理 关系 ,将 物理 关系 代入 变形 几何 由 容 方 程 , 即 可 得 
补充 方程 ， 将 静 力 平衡 方程 与 补充 方程 联 立 求解 ,就 可 解 出 全 部 木 知 力 。 这 就 
是 综合 运用 变形 的 儿 何 相 容 条 件 .物理 关系 和 和 表 力学 平衡 条 件 二 方面 ,求解 超 甫 
EBRR E. 实际 上 ,在 前 商 推 时 杆 受 轴 向 搁 压 、 圆 杆 扭 转 和 粱 在 对 称 弯曲 下 
横 截 面 上 的 应 力 电 ,就 综合 考虑 了 几何 we MBAS = PA REAR 
模 截 面 上 的 内 力求 其 应 力 的 问题 具有 超 静 定 的 性 质 。 

在 求解 由 于 文 座 多 于 维持 平衡 所 必 沉 的 数 日 而 形成 的 超 静 定 线 构 时 ,可 设 
想 将 茶 一 处 的 支 座 当 作 “ 多 余 ” 约 束 子 以 解除 ,并 在 该 妈 施 加 与 所 解除 的 约 东 相 
对 应 的 支 反 力 ( 多 余 未 知 力 ) ,从 而 得 到 一 个 作用 有 荷载 和 多 余 未 知 力 的 静 定 结 
鬼 , 称 为 诛 超 静 定 结构 的 基本 巍 定 系 或 相当 系统 .为 使 基本 静 定 系 等 同 于 原 超 
裔 定 结构 ,基本 静 定 系 在 多 余 未 知 力 作用 处 相应 的 位 殉 应 满足 原 超 静 定 结构 的 
约束 条 件 , 即 变形 由 容 条 件 。 将 力 与 位 移 间 的 物理 关系 代 人 变形 相 容 方程 , 即 可 
解 得 多 余 未 知 力 。 求 得 多 余 林 知 力 后 ,基本 静 定 系 就 等 同 于 原 超 静 定 结构 ,其 余 
的 交友 力 , 以 及 构件 的 内 力 ,应力 或 变形 (位 移 ) 均 可 按 基本 静 定 系 进 行 计算 。 

下 面 分 别 以 轴 疝 拉 奈 .所 转 和 弯曲 的 超 静 定 问题 来 说 明 超 肯 定 问题 的 解法 。 


$6-2 拉 压 超 静 定 问题 


L 拉 压 超 和 肯定 问题 解法 


如 上 节 所 述 ,对 于 拉 压 赵 静 定 癌 题 ,可 综合 运用 变形 的 凡 何 相 容 条 件 、 力 - 变 
形 间 的 物理 关系 和 静 力 学 的 平衡 条 件 三 方面 来 求解 。 下 面 通过 例题 来 说 明 其 解法 ， 

例题 5-1 随 端 国定 的 等 直 杆 A ,在 C 处 承受 轴 向 力 F( 图 a), 杆 的 拉 压 
刚度 为 EA RAW RRA. 

解 : 杆 AB 为 轴 疝 拉 压 杆 , 故 杆 上 .下 端的 支 反 力也 均 为 轴 向 力 。 共 线 力 系 
仅 有 上 个 独立 的 平衡 方程 , 故 为 -一 次 趟 静 定 问题 。 

SRR TA Gi BAS RAR PUR IEE B MRM eee 
Fa AREER oe FA 20 Pb 所 示 。 根 据 原 超 静 定 杆 B 端的 约束 情况 ,基本 家 
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定 系 在 B 端的 位 移 应 等 于 和 址 。 设 基本 静 定 系 分 别 在 菏 载 MERA, B 
TER BMA Anr MA, (Alc Md). 于 是 , 按 杰 加 原理 ,根据 变形 几 
何 相 容 条 件 ,可 得 变形 几何 方程 为 

An + Ang = 0 (1) 


俐 题 56- 1 图 
力 与 位 称 间 的 物理 美 系 为 
Aw = pS (2) 
FF 
Asn =o EA (3) 


AG PHAS ,是 因为 假设 Fy 向 上 ,引起 的 位 移 Am 也 向 上 。 将 物理 关系 式 
C2) 3) 代 人 式 (1), 即 得 补充 方程 


Fa Fpl | 
EA EA ~? (4) 
并 由 此 解 得 和 多余 未 知 力 为 
Py = ta (5) 


所 得 Fs 为 正 号 ,表明 其 指向 与 原来 的 假设 一 致 
求 得 多 余 未 知 力 Fs 后 , 杆 件 上 固定 端的 支 反 力 下, , 即 可 由 基本 静 定 系 (图 
巧 的 平衡 条 件 求 得 。 对 于 杆 的 轴 力 、 应 力 \ 变 形 { 位 移 ) ,以 及 强度 .刚度 等 计算 ， 
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均 可 按 基本 静 定 系 进行 。 

例题 6-2 设 1,2,3 [FARR a 所 示 , 已 知 1,2 两 杆 的 长 度 , 横 
截面 面积 及 材料 均 相 人 亲 , 即 7, = 7, =7,A,=A>=A.E, = E,=E;s FINKE 
A, RMA A, RARER EA E BRE BEAD F 
作用 下 各 杆 的 轴 力 。 


Fl 6-2 A 


BM: 杆 系 共有 三 杆 汇 交 于 4 点 ,其 铀 力 都 是 未 知 量 ,但 平面 汇 交 力 系 仅 有 2 
个 独立 的 平衡 方程 , 故 为 一 次 超 静 定 问题 。 

根据 变形 相 容 条 件 建立 变形 几何 方程 。 由 于 三 丁 在 下 端 连接 于 A ABS 
FETE St ETB IG JATE EE, A' 点 。 由 于 问题 在 几何 物性 及 受 
力 方 面 都 是 对 称 的 ,可 见 A 点 位 移 应 锥 垂 向 下 .此 时 三 丁 均 将 伸 长 。1,2 BEE 
AR Al, 与 杆 3 了 伸 长 量 Al, 之 间 的 关系 如 图 b 所 示 。 由 此 可 得 变形 几何 
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方程 为 
Al, = Alcosa {|} 
FE Al, .Al, 与 所 求 轴 力 下 、, 下 之 了 问 的 物理 关系 式 为 
Foi 
Aly = EA (2) 
Al 
Fy fcos 全 
Al, = FA, (3) 
将 式 [2) 和 (3) 代 入 式 (1) .得 补充 方程 为 
op BA 2 
Fa = Bis EA, cos” og (4) 


最 后 Erma A 的 平衡 方程 。 由 于 在 变形 分 析 中 ,已 认为 二 杆 均 为 任 长 ， 
因此 三 村 的 轴 力 均 应 相应 地 假定 为 拉力 ,如 图 c 所 示 。 由 对 称 关系 可 知 
Fu PF (5) 
AE 
SFL =0, Frycosat Focosat Foa- F=0 (6) 
这 果 也 因 变 形 微小 . 略 去 了 由 各 杆 变形 所 引起 的 a 角 的 微小 改变 。 
联 解 (4),($),(6) 三 式 , 整 理 后 即 得 


Fa, = Fo = -一 一 一 一 一 一 (7) 
2eosq@ + 一 一 一 
cos a FAcos a 
F 
Fy = --—, - (8) 
1 + 2p a cone 


所 得 结果 均 为 正 ,说 明 原 先 假 定 三 杆 轴 力 均 为 拉力 是 正确 的 。 上 列 结果 表 明 在 
超 静 定 杆 系 问题 中 ,各 杆 的 轴 力 与 该 杆 本 身 的 刚度 和 其 他 标的 刚度 之 比 有 关 。 
一 般 地 进 ,增加 某 杆 的 拉 压 刚度 ,该 杆 的 轴 力 亦 相应 增 大 。 

ALP RAL 3 看 作 多 余 约 束 ,相应 的 多 余 未 知 力 为 Foo XN BAB 
ERUR d 所 示 。 同 样 可 得 变形 几何 方程 为 

Al, = Aé,cos @ 

只 是 补充 方程 中 包含 有 未 知 轴 力 FY ALARA 
力 Fu , 仍 需 与 平衡 方程 联 立 求解 。 

例题 6~2 是 一 次 超 静 定 问题 , 仪 有 一 个 多 余 
约束 , 若 再 添 - - 杆 AG {图 6 -2), 则 又 增加 了 一 个 
多 余 约 束 而 成 为 二 次 超 静 定 问 题 。 此 时 为 满足 由 
杆 在 受 力 变 形 后 仍然 连接 于 一 点 的 变形 相 窗 
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ee tt 2 - 


PEPE AT PS IL PRE a 2D) ,总 
可 以 找到 必要 的 变形 几何 方程 ,从 而 得 到 相应 的 补充 方程 ,其 补充 方程 和 静 力 学 
TF ft Fy RFA ot A] R A A BBE LP Se BA A. 


IT. SRA - 温度 应 力 


一 、 装 配 应 力 

杆 件 在 制 成 后 ,其 尺寸 有 微小 误差 往往 是 难免 的 ， 在 静 定 问题 中 ,这 种 误 六 
本 冉 只 会 使 结构 的 儿 何 形状 上 略 有 改变 ,并 不 会 在 杆 中 产生 附加 的 内 力 。 但 在 超 静 
定 问题 中 ,由 于 有 了 了 多余 约束 ,就 将 产生 附加 的 内 
方 。 例 如 在 例题 6- 2 图 a 所 示 杆 系 中 ,车 杆 3 的 
尺寸 较 其 应 有 的 长 度 DA RT Ae, 20 FH 6-3 所 示 
(图 中 的 Ac 是 夸大 了 的 ), 则 在 杆 系 装配 后 ,各 杆 将 
处 于 如 图 中 虚线 所 示 的 位 置 ,并 因而 产生 输 力 。 此 
时 杆 3 的 轴 为 为 拉力 ,而 1,2 两 杆 的 轴 力 则 为 压 
力 。 像 这 种 附加 的 内 力 称 为 装 本 内力。 与 之 相应 
的 应 为 则 称 为 装配 应 为 。 装 配 应 力 是 杆 在 荷载 作 
用 以 前 已 经 有 共有 的 应 力 , 称 为 初 应 力 。 计算 装 配 应 
力 的 关键 仍然 是 根据 变形 相 容 条 件 列 出 变形 几何 方程 。 在 图 6- 3 所 示 的 例子 中 ， 
地 杆 装配 后 ,与 其 约束 相 适 应 的 变形 相 容 条 件 是 其 下 端 必须 汇 变 于 同一 点 A o 

例题 6-3 两 铸件 用 两 钢 标 1,2 连接 ,其 问 距 为 = 200 mm( 图 a)。 现 需 
将 制造 得 过 长 Ae =0.11 mm 的 铜 杆 3( 图 b) 装 人 铸件 之 间 ,并 保持 三 杆 的 轴线 
平行 且 有 等 间 趾 a。 试 计算 各 村 内 的 装配 应 力 , 已 知 : 钢 杆 直径 d = 10 mm, 
杆 模 截面 为 20 mm x 30 mm 的 矩形 , 钢 的 弹性 模 量 E = 210 GPa, 铀 的 弹性 模 量 
上 3 一]00 GPa。 适 件 很 厚 ,其 变形 可 上 略 去 不 计 。 

E: 本 题 中 三 根 互 相 平行 杆 的 轴 力 均 为 未 知 , 但 平 而 平行 力 系 仅 有 两 个 独 
立 的 平衡 方程 , 故 为 一 次 超 静 定 问题 。 

图 铸件 可 视 作 刚体 ,其 变形 相 容 条 件 是 三 杆 变形 后 的 端点 须 在 同一 直线 上 。 
由 于 结构 在 几何 和 物性 均 对 称 子 杆 3, 故 其 变形 关系 图 如 图 所 示 。 从 而 可 得 
变形 几何 方程 为 


Afi, = Ae ~ Al, (1) 
VIE AAA 
Ai, = EA (2) 
wad 


Ais = EA, (3) 
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前 题 -3 图 


以 上 两 式 中 的 A RA, PSY ARERR AR. 式 13) 中 的 7 在 理论 
于 应 是 秆 3 的 原 长 度 !+ Ae ,但 用 于 Ae 与 7 LED RA RE, 
将 (2).(3) 两 忒 中 的 ar, AA, 代 人 式 (1), 即 得 补充 方程 
F! _. Pood 
EA, he- EA (4) 
fe EE OR BAY, a Fb a AE 1,2 两 杆 伸 长 而 杆 3 缩短, 故 须 相应 地 
BEH 1,2 的 轴 力 为 拉力 而 杆 3 OA AA, FRESH ER. 
由 对 称 关 系 可 知 


Fy = Puy (3) 
男 -平衡 方程 为 
SF, :0, Feu-Fo, -Fo,:0 (6) 
联 解 (4),(5) 及 (6) 汪 式 , 整 理 后 即 得 装配 内 力 为 
. 。 AckA | 1 l 
Fo = Fy = 一 一 一 一 “a: 
Polya FA (7) 
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, AcE, Ay | l _ | 
f=- FÀ, (8) 
JEA | 


所 得 结果 均 为 二 ,说 明 原 先 假 定 杆 1,2 A AA 3 为 压力 是 正确 的 。 
将 已 知 数 据 代 入 鞋 面 结果 中 ,并 利用 起 (2-2) HY eR h A 
了 T， 一 Fy AeE | it I | 
A Ree 
_ (0. U1 20'S m) (21 


ly 
pes 


— 一 一 | =74,53x 10° Pa 
| 2(210 x 10° Pa) 210% 10°! n m)? 
l + G00 x 10" Pa)(20 x10 nO (30 X10 I0 m. 
= 74.53 MPar 拉 应 力 》 
o Fay AE] | ] 
no A, | -El 
(1+ SEA 
MA EERDE LAHN TARERE, Root Cb SS cr 
HA RER. REE MA RETI BES LR, HT RE APR A 
w., ETP OY) 7 RA a ER HER 
载 能 力 的 例子 。 这 类 问题 在 计算 原理 上 与 前 述 例题 是 一 致 的 。 
HEEJ 
在 工程 实际 中 ， 结构 物 或 其 部 分 杆 件 往往 会 遇 刘 温度 变化 (例如 工作 条 件 中 
的 温度 改变 或 季节 的 更 替 )， 若 杆 的 同一 截面 上 各 点 处 的 温度 变化 相同 , 则 杆 将 
仅 发 生 伸 长 或 缩短 变形 ， 在 静 定 问题 中 ,由 于 杆 能 自由 变形 ,由 温度 所 引起 前 恋 
形 不 会 在 杆 中 产生 内 力 。 但 在 超 静 定 问 题 中 ,由 于 有 了 多 余 约束 , 杆 由 温度 变化 
所 引起 的 变形 受到 限制 ,从 而 将 在 杆 中 产生 内 力 。 这 种 内 力 称 为 温度 内 力 。 与 
之 相应 的 应 力 则 称 为 温度 应 力 。 计 算 温 度 应 力 的 关键 也 同样 是 很 据 问题 的 变形 
相 容 条 件 列 出 变形 几何 方程 。 与 前 面 不 同 的 是 , 杆 的 变形 包括 两 部 分 , 即 由 温度 
变化 所 引起 的 变形 ,以 及 与 温度 内 力 相 应 的 弹性 变形 。 
例题 6-4 图 a 所 示 的 等 直 杆 AB 的 两 端 分 别 与 刚性 支承 连接 。 设 两 支承 
间 的 距离 { 即 杆 长 ?为 二, 杆 药 横 截 面 夯 积 为 A ,材料 的 弹性 模 量 为 BE, REKA 
数 为 为 。 试 求 温度 升 高 A 时 杆 内 的 温度 应 力 。 
解 : UREN ACO A Sn TE ae. GS FD WS AS G dh 
(网 bj)。 现 因 刚 性 支承 B HBE , ETR REI 人 Et ,相当 于 在 杆 的 两 端 加 了 压力 而 
将 杆 顶 住 。 由 平衡 方程 可 知 两 端的 轴 向 于 力 相 等 ,而 座 力 的 大 小 仍 不 知道 。 因 


19.51 MPa{ Fe by J) 
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例题 6 4 fA 
WERTE ER 上 为 多 有余 约束 HRM KM SRA FY. BEA 
BEAU Ac. APR KB 是 刚性 的 , 故 与 其 相应 的 变形 相 容 条 件 是 杆 的 总 长 
度 不 变 , 即 A! =0。 注意 到 杆 的 变形 包括 由 温度 升 高 引起 的 变形 Al 以 及 与 轴 
回 上 未 力 FR( 亦 即 温度 内 力 ) 相 应 的 弹性 变形 ns, A MBB LAE 
为 


Af = AL- Ai, 0 {1} 
AP Ad, A Ad, 均 取 绝对 值 。 
物理 关系 为 
Alp = ru (2) 
Al, = a^il (3) 
将 (2),(3) 两 式 代 人 式 (1), 即 得 温度 内 力 为 
Fy = «EAA (4) 
FH E ta hk BE I FA 
o = “N= oaEAi (5) 


结果 为 正 ,说 明 原 先 认 为 杆 受 轴 向 压力 是 对 的 ,该 杆 的 温度 应 力 为 压 应 力 。 

tT AMF OH a =1.2x10 7/(C), E = 210 GPa, 则 当 温 度 升 高 Ar 二 0 区 

时 , 杆 内 的 温度 应 力 由 式 (5) 算 得 为 
a =aEAt=[1.2x10 /CC)](210x 10° Pa){40 © ) = 100x 10° Pa 
= 100 MPa( 压 应 力 ) 

以 上 计算 表明 ,在 超 静 定 结构 中 ,温度 应 力 是 一 个 不 容 忽 视 的 因素 。 在 铁路 
钢轨 接头 处 UA BOR BE + Pe TP AR Ss A ARER 
TEE ,都 为 考虑 温度 的 影响 ,调节 因 漫 度 变化 而 产生 的 伸缩 。 如 果 和 扰 视 了 温度 
变化 的 影响 ,将 会 导致 破坏 或 妨碍 结构 物 的 正常 工作 。 
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$6-3 扭转 超 静 定 问 题 


扭转 超 静 定 问 题 的 解法 ,同样 是 综合 考虑 静 力 .几何 .物理 三 个 方面 。 下面 
通过 一 些 例题 来 说 明 共 解法 。 

例题 56-5 其 端 固定 的 圆 截面 杆 AB ,在 截面 CAR HREM, fF 
用 ,如 图 s 所 示 . 己 知 杆 的 扭转 刚度 为 G1, , 试 求 杆 两 端的 支 反 力 侦 矩 。 


hl 6-5 E 


解 : 有 2 POR AY kE ARE, ,而 平衡 方程 只 有 1 TEM, =0, 故 为 一 次 超 
EP AE o 

A ain 日 为 多 余 约 东 , 解 除 后 加 上 相应 的 多 余 未 知 力 偶 矩 M ,得 基本 
SE RUA b。 根 据 床 超 静 定 杆 的 约束 情况 ,基本 静 定 系 在 B 端的 扭转 角 应 等 
于 等 。 因 此 ,分 别 由 外 力 偶 年 M. 引起 的 B 端 扭转 角 gpw 与 由 多 余 未 知 力 偶 矩 
Ma 引起 的 8 端 扭转 角 pm 的 绝对 值 相 等 。 由 此 可 得 变形 几何 方程 为 


ow = Prs 
Ws EPR RHEE ARE Mh 1 OE LE HSER | 
Pew = ai (2) 
和 
Pop = (3) 
将 式 (2),(3) 代 入 式 (1) EVEN IE ITE, Je HMR ee HE 
M, = — (4) 


RESRERNGE Ms 后 ,固定 端 A 的 支 反 力 偶 就 不 难 由 平衡 方程 求 得 。 
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例题 6-6 Kan ERA? MACH ASM RAAT E R a A E 
HEEE- E, A Sh PATE E ER A FE EB N “PE EEE ep 
为 Gdn FGA... 当 组 合 杆 的 两 端面 各 自 固 结 士 副 性 板 上 ,并 在 刚性 板 处 受 -- 
ITHE E M 作用 (图 ad i SOR ERR EA OM LH. 


fl 1 6 — 6 图 


解 : 对 于 杆 只 能 与 出 1 PPS M, =0, 而 未 知 量 却 有 2 个 一 一 M ， 
M, (图 b) kE REPE , 须 建立 1 个 补充 方程 。 

由 于 原 杆 两 端 各 自 时 刚性 板 固 结 在 一 起 , 故 内 .外 杆 的 超 转 变形 相同 。 由 此 
建立 的 变形 几何 方程 为 

Pra 一 Pps (1) 

式 中 ,pr 和 9as 分 别 是 内 、 外 两 杆 的 B 端 相 对 于 A 端的 相对 扭转 角 , 在 图 b 中 都 
用 ¢ 表示 。 

相对 扭转 角 与 扭转 力 偶 间 的 物理 关系 为 


一 Mi 
Paa 一 Gf (2) 
和 
M,d 
om = ET (3) 
Th ph 


FO doada AAA A SH AE AR AR m R HR EG, 
将 物理 关系 式 (2).(3) 代 入 变形 几何 方程 (1) ,经 简化 后 即 得 补充 方程 为 
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——w“~-:C-d ——— om 


Gly. 
Mo Gr (4) 
HAFA b) 的 平衡 方程 为 
MN. =0, M+ M,=M, (3) 
TK EF) FE Ti FE (4) AP RS) eG HS 
Glow 
AT = GIL + Gly M, (6) 
和 
Oral va . . 
M, 7 GI, + Gda M, (7) 


结果 均 为 正 ,表明 原先 假定 的 M.M, 的 转向 是 正确 的 。 
$6-4 简单 起 静 定 梁 


I, 超 静 定 梁 的 解法 

求解 超 静 定 梁 ,同样 是 综合 运用 静 力 .几何 .物理 三 个 方面 ,由 例题 6~1 和 
6-5 可 见 , 对 于 由 约束 多 于 维持 平衡 所 必 货 的 数目 而 形成 的 契 静 定 问 题 。 根 据 
EMS RAR ERASE KR) AEM LEA BRD ~ 变形 (位 移 ) 物 理 关 系 所 
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得 的 补 亢 方 程 , 即 可 解 得 多 余 未 知 力 。 解 得 多 余 未 知 力 后 ,其 余 的 支 反 力 以 及 杆 
件 的 内 力 、 应 力 和 变形 { 位 移 ) 就 可 按 基 本 静 定 系 求解 。 大 多 数 的 超 静 定 梁 是 由 
约 率 多 于 维持 平衡 所 必需 的 数目 呵 形 成 的 .因此 ,就 按 上 述 方 法 主要 求解 其 多 余 
未 知 力 。 例 如 图 5 一 4a Box SURE E 的 -一 次 超 静 定 梁 ,设想 支 座 8 为 多 
RAR HMM SRAMAN PF, (假设 指向 向 上 ). 则 基本 静 定 系 为 一 悬 艾 梁 
(6-4b), MARRS MAW AMRAS RAMA BME TB ORME 
AI vt, M wy, (E 6- 4e Ald) RBI HE DIA RE OB L 
程 为 


tay + TA a =() (a) 
出 附录 IV 可 得 力 与 挠 度 间 的 物理 关系 为 
_ a 
Wig 一 SEI (b) 
Fari 
Wn 一 一 BET (c) 


由 于 假设 Fa 向 上 ,相应 的 wus tÉ E , 故 取 负 值 。 
将 物理 关系 式 (bj (ORAR (a) , 即 得 补充 方 各 
gio Pal 
SET” 3E7 T” (a) 

并 由 此 解 得 多 余 反 力 Fa 为 


3 
Fa = gE 


所 得 Fs 为 正 号 ,表明 原来 假设 的 指向 是 正确 的 。 
求 得 多余 反 力 FG, BO RAR SE KE 6 - 和) ,由 静 力 平衡 方程 求 出 
SE B ae Sag AY BY “i ok eH 


5 1 ,; 
Fa M, = ge 


SHAR AS EM I 6-4. 所 示 。 也 就 是 说 ,在 解 得 的 多 会 
反 力作 用 下 ,基本 静 定 系 与 原来 的 超 静 定 梁 贡 者 是 等 价 的 。 

以 上 是 取 支 座 B 作为 "多余" 约束 来 4 
求解 的 。 同 样 ,也 可 以 取 支 座 A 处 阻止 woh TTT, 
Rs TPE PAR HE ZR AR MH 
PRP IO LAD EE HE M, 后 ， -一 一 一 一 一 一 一 
所 得 的 基本 静 定 系 如 图 6-5 所 示 的 静 定 
简 支 梁 。 根 据 原 超 静 定 梁 端 面 A 的 转角 
应 等 于 零 的 变形 相 容 条 件 , 即 可 写 出 其 变形 几何 方程 ,从 曾 建 立 一 个 补充 方程 ， 


46-5 
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并 由 该 方程 解 MM 虽然 所 选 的 多 余 约 束 及 其 对 应 的 基本 静 定 系 不 同 于 上 面 
的 悬臂 梁 { 图 6- 4hbh), 介 两 者 所 求 得 的 全 部 文 反 力 是 相同 的 ,建议 读者 自行 验 
证 - 

例题 6-7 诬 AC 如 图 a 所 示 , B,C 处 分 别 为 固定 镁 支 座 和 可 动 镑 支 座 ， 
Ri A 端 用 一 钢 枉 4P 与 洪 AC BE. FR SARE RIL. FF AD 内 没有 内 
A. CARA RRM eR OMAR ERR AE 
HAT RRA MMR A RRR TS a, ARRE AD ARH FP, 


例题 5-7 了 图 


解 : 梁 上 承受 荷载 后 ,A 点 将 产生 向 下 的 位 移 而 在 杆 AD 内 产生 拉力 Fuo 
te RAFF APF. 3 个 未 知 力 ,但 平面 平行 力 系 仅 有 2 个 独立 的 平衡 方 
程 .所 以 是 一 次 超 静 定 。 

设想 将 拉杆 AD 与 梁 AC 之 间 的 连接 铵 看 作 多 余 约 束 , 相 应 的 多 余 未 知 态 
为 一 对 分 别 作用 在 拉杆 AD AVR AC 上 的 拉力 F、。 解 除 多 余 约束 并 加 上 多 余 
来 知 力 后 ,可 得 基本 静 定 系 如 图 b 所 示 。A 点 处 的 变形 相 容 条 件 是 拉杆 和 梁 在 


194 SA fl SK ele 


受 力 变形 后 仍 连 接 于 4 点 .好 外 伸 梁 AOE, 与 拉杆 AD 的 A 端的 向 下 
位 移 相 等 , 即 
wy = AM (1) 
Sh Se fe WR A F HEE HTP , 共 A mE w, (图 b) 等 于 两 者 分 
BAA. A PEHE wa, Mee (图 c,d) 的 代数 和 ,有 妈 


wa = wy, + wip (2) 
AE RAR ATLL), R EB ILA RY 
Wag + thy, = Al (3) 


, _ , + Fa’ 
EP 5 — 6 中 已 经 求 得 Wag T i TE 一 -OP AmA 


4 F, 4 
Wy = Wy + Wap = aoe 一 -S (4) 
而 拉杆 AD 的 伸 长 
OR 
Al = FA (5) 


式 (4),(5) 即 为 物理 关系 式 。 
将 物理 关系 式 (4).(5) 代 人 式 13) ,得 补充 方程 为 


Tga Fpa’ Ft 
12F1 ET EA 


由 此 和 解 得 
o IgA 
“OIX + Aa’) 
求 得 F\ 后 , 梁 的 支 反 力 F。 HEF, 就 可 由 外 伸 梁 (图 5) 的 静 力 平衡 方程 求 得 。 
例题 6~8 SAAB EI =5x1l0 Nny 的 梁 如 图 a 所 示 , 试 求 梁 的 支 反 
力 FRUK HAASE, 
解 : 梁 为 一 次 超 静 定 梁 。 如 取 支 座 B 截面 上 的 阻止 截 而 相对 转动 的 约束 
为 多 余 约 东 , 则 相应 的 多 余 未 知 力 为 分 别 作 用 于 简 支 粱 AB 和 BC EB 端 处 的 
ATS AM, 。 基 本 静 定 系 为 在 支 座 B 截面 上 安置 绞 的 静 定 梁 , 如 图 b 所 示 。 
ZIE B 处 的 变形 相 容 条 件 是 简 支 梁 AB 的 截面 B 转角 和 BC EREB 的 转角 相 
等 , 即 
0, = Ohn (1) 
利用 附录 1V 得 物理 关系 为 


二 一 (20 六 10” Nim}(4 m} _ Ms xdm 
5 24F1 3EI 
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_ — | £280 10" Nem? , Ms X4m 


24E] ZEI 
» (30x10 NH3 m)}(2m)(5mt+t2m) Mp *5m 
Go = 一 一 
EIX5m 3EI 
42 1 Neo’ n Mr” 5m 
7 Ei 3EI 
20 kN/m 
(a) 
(b} 
ic} 
(d) 
25.68 kN-m 23.28 kNm 
HS 6 -s8 E 


将 9n 和 的 ERARO) RANE 
1280x110 Nem? Mrx4m 42 10? Nem? | Mg X5m 


24FI 3EI EI + 3ET 


解 得 
Mr = — 31.80 kN«m 

其 中 负 号 表明 支 座 BMS STR Re, RELAX 
MH Ms 后 ,可 由 基本 静 定 系 , 根 据 平衡 条 件 求 得 其 余 支 反 力 为 下 , = 32.05 kN, 
Fa =66.35 kN, Fo = 11.64kN. 然后 在 基本 静 定 系 上 绘 出 前 力图 (图 Me 
图 (图 d). 

苍 梁 具有 筠 多 的 中 间 支 座 , 称 为 连续 梁 。 对 于 连续 梁 , 选 取 中 间 支 座 截面 上 
盟 止 截面 相对 转动 的 约束 为 多 余 约束 ,所 得 基本 静 定 系 为 一 系列 简 支 粱 ,可 使 求 
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解 大 为 简化 。 由 此 推 得 的 每 一 补充 方程 中 , (LL AHAB SE AE RH 
三 硒 矩 方程 。 关 于 连续 粱 三 夸 矩 方程 的 摊 导 ,可 参阅 有 关 教 材 .9 


ll. 支 座 沉 隧 和 温度 变化 对 趋 静 定 兴 的 影响 


在 工程 中 ,有 些 梁 由 于 地 基 下 沉 等 原因 ,各 支 座 可 能 发 生 不 同 程度 的 沉陷 ; 
有 些 梁 由 于 受到 周围 环境 的 影响 ,使 其 上 .下 表面 的 温度 变化 有 较 大 的 差别 。 这 
些 因素 ,对 于 静 定 梁 将 只 影响 其 几何 外 形 , 对 梁 的 内 力 和 应 力 在 一 般 情况 下 并 无 
BE nal ,然而 对 超 静 年 架 将 不 仅 影响 其 几何 外 形 , 并 且 对 其 内 力 和 应 力也 将 产生 明 
显 的 影响 ， 

一 、 支 座 沉陷 的 影响 

图 6-~6a 所 示 的 一 次 超 静 定 梁 , 受 集 度 为 q 的 均 布 荷载 作用 , 梁 的 弯曲 刚度 
为 后 ,行当 的 三 个 支 座 均 发 生 了 沉陷 ,沉陷 后 三 个 支 座 的 顶部 4, ,DB MC 不 
在 同一 直线 上 ,三 支 座 的 沉陷 量 A, A, MA. 雹 远 比 梁 的 跨 长 z 为 小 ,并 设 
4,>4.74,, MAR, PREP 6-6. 中 超 静 定 沼 的 三 个 支 反 力 F, 
Fa WF. 

设想 将 支 座 B Shi oR SES a" RRR ,并 在 B, 点 处 施加 相应 的 多 
RAMA Fs , 即 得 基本 静 定 系 为 图 6- 6b 所 示 的 静 定 简 支 梁 A C,。 基 本 静 定 
系 应 满足 的 变形 相 容 条 件 是 梁 在 受 力 变 形 后 仍 与 中 间 支 座 在 B, 处 相连 。 

值得 注意 的 是 , 原 超 静 定 梁 在 B 点 处 的 位 移 由 两 部 分 所 组 成 。 第 一 部 分 是 
由 于 4 ,5C 两 支 座 的 沉陷 而 引起 的 刚体 位 移 , 而 使 B 点 移 至 B 点 。 有 显然 ,这 部 
分 的 位 称 并 不 引起 支 座 反 力 。 第 二 部 分 是 简 支 梁 4, C 在 均 布 荷载 和 多 余 未 知 
AF, RAAT RES AEEA B。 点 的 位 移 BB, (图 6 -6a), 这 部 分 的 位 
移 才 引起 超 静 定 梁 的 支 座 反 万 。 

以 Ay, ws 分 别 表示 上 述 两 部 分 位 移 BB, AB, B 。 内 图 6- 6a,b 可 见 4 

_ Ag A, + Ae 


一 一 一 ,而 tt, = Az — A, ,于 是 ， 从 己 知 的 Aas Ap A A- 可 求 得 


ÅA tA 
wa = Ag -i (a) 


HT UL PR A C MRR), MEARE R ALC, 仍 可 近似 地 


当 作 水 平 放置 的 梁 来 计算 。 梁 4,C, 在 均 布 荷载 和 力 Fe 的 共同 作用 下 ,其 Bo 
i RY HE BE 


Uy = Wry E War (b) 


DUS, ERARE HEID), Be A Bat 1999 年 。 
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图 5 一 6 
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由 变形 相 容 条 件 可 知 , 式 (a) ,(b) 中 的 we, 值 相 等 ,于 是 ,可 得 变形 几何 方程 为 


Wp + War = dp 一 


åa + Ac 
2 


q 


式 中 ,mw 及 tnr 让 附录 IV 可 得 


Fosl2it} Fab? 


48ET — GEI 


War 一 一 


将 其 代 人 式 (c)，, 即 得 补充 方程 


Set” Fpi -A ac 
24EI GEI E 2 


由 此 可 解 得 


(c) 
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r 24E A, + A, 
Fs = fsal - | z- x) | (d) 
然后 ,由 静 力 平衡 方程 求 得 
omp 3gi SEI _ da + A- 
Fa = Fe = ton (ás 3 | (©) 


(d) ,(e) 两 式 中 含有 As ~ TAE 的 项 ,反映 了 支 座 沉 陷 对 支 反 力 的 影响 ， 


根据 支 反 力 受 到 支 座 沉 陷 的 影响 还 可 推 知 , 支 座 沉 陷 对 超 静 定 滩 的 剪 力 及 弯 矩 
值 等 均 有 影响 。 

二 、 梁 上 、 下 表面 温度 变化 不 同 的 影响 

以 图 6 -7a 所 示 的 两 端 图 定 梁 为 例 ,讨论 梁 上 .下 表面 温度 变化 不 同 对 超 静 
定 梁 的 影响 。 设 梁 在 安装 以 后 ,由 于 上 、 下 表面 工作 条 件 不 同 ,其 顶 面 的 温度 由 安 
装 时 的 co 上 升 为 ,而 底面 的 温度 则 由 t。 上 升 为 eB 1 >t1。 梁 材料 的 弹性 
模 量 E REKAM a, RRA RET 均 为 已 知 , 不 计 梁 的 自重 。 

梁 共 有 6 个 未 知 支 反 力 ,而 平面 一 般 力 系 只 有 3 个 独立 的 欧 力 平衡 方程 ,所 
以 ,是 三 次 超 静 定 梁 , 须 建立 3 个 补充 方程。 

设想 将 其 支 座 B 处 的 3 个 约束 当 作 “多 余 "约束 解除 ,并 在 B 点 处 施加 与 之 
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相应 的 3 个 多 余 未 知 力 Mp. Fa, AP, ,从 而 得 到 基本 静 定 系 如 图 6 一 7b 所 示 的 
悬臂 梁 。 假 设 3 个 支 反 力 的 转向 或 指向 如 图 所 秒 。 

由 于 Fi 和 Fa 是 梁 沿 轴 向 的 支 反 力 ,在 变形 微小 时 ,其 对 挠 度 和 转角 的 影 
MATT. A DASE THREE ROK SYA 
超 静 定 梁 的 变形 相 容 条 件 xp = 0 和 0 =0 来 求解 M, 和 Fo 。 

对 于 图 6 一 7b 所 小 的 基本 静 定 系 ,由 于 温 庶 变化 后 梁 底 而 的 温度 1, 大 于 其 
观 面 的 温度 上 ,因此 ,其 底 而 长 度 将 大 于 其 项 而 长 度 , 从 而 使 梁 的 B Pee BS 
ton WR AG ga (PN 6 - 7e). 地 外 , 当 Fa. THE FAY , BOE E we 和 转角 
Bsr ;而 当 Ms 单独 作用 时 ,是 WHAE E wru MO. E 6-Fd,e), FE, RE 
形 相 容 条 人 忻 , 并 利用 合 加 原理 ,可 得 迹 形 几何 方 棍 为 

Wy = Wy, + Wer + way = 0 {f) 
Oy = Oy, + Oar + Guy = 0 (g) 

先 分 别 找 出 上 述 各 种 因素 单独 存在 时 , 梁 在 截面 站 处 的 挠 度 和 转角 表达 
式 ,也 就 是 建立 其 物理 方程 ,然后 将 它们 代 人 (f),(g) 两 式 , 即 可 得 到 两 补充 方 
程 ,以 求解 多 余 未 知 力 Fa, 和 AM。 

(1) 由 于 梁 上 .下 表面 的 温度 变化 不 同 所 引起 的 梁 在 B 端的 转角 和 挠 度 。 
秘 设 梁 的 项 面 到 底面 的 温度 是 接线 性 规律 变化 的 。 取 长 为 dr 的 滩 段 来 分 析 
‘图 6- 8a)。 染 眉 的 底面 长 度 dx 在 温度 从 1。 上升 到 六 时 将 增 至 detal -— 
ddr MARRE dr 在 温度 从 加 EFA ， 时 将 增 至 dz + a,(t,-t,Jdr( Bi 
6 一 8b)。 由 于 假设 温度 是 按 线性 规律 变化 的 ,因此 ,dx 微 段 的 变形 情况 将 如 图 
6-8b Pmanm 所 示 , 即 微 段 左 、 右 两 横 截 面 将 发 生 相 对 转角 de, TE BB 
mong 平行 于 mn (BA 6-8b), a4 

non = hdé (h) 


dx+ {fi }dx 
{a} (b) 


图 6 一 8 


而 mm 二 nn 一 mm =drta lt, ~tg)dx —[dx+a,(z, ~tg)dx}=a,(2,- ty} 


dx ,将 其 代入 式 (h) 并 整理 后 即 得 相对 转角 为 
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a, (tz 一 t,) 


P dr (i) 


df = 


Wie fet, 大 于 六 的 情况 下 ,上 式 右 边 为 正 值 ,但 在 图 6-8a RERA 
中 , 因 取 y 轴 向 下 为 正 , 故 图 6- Sb 所 示 的 转角 de WHA, RU ERA 
Mba. FAS 


d@ a ft, ~ t) G) 


dx h 
由 
dg & 
五 = da? (k) 


由 式 4),(k) 即 得 粱 因 温度 影响 而 弯曲 的 挠 曲线 微分 方程 为 


dw _ a, (4, — E) (1) 


drê? | 


将 式 (1) 所 表示 的 微分 方程 积分 ,并 应 用 边界 条 件 + =0,4%=0 及 = 0， 


勾 =0 定 出 积分 常数 , 即 可 得 梁 因 温度 影响 而 弯曲 的 转角 方程 及 掺 曲线 方程 分 别 
为 


_ du _ a, (ft, = ti) 
和 
i i 
一 一 a a- 1) 2 (n) 


将 B 点 的 坐标 z = 2 {RAZR (m) Al(n), ARRE B 端的 转角 和 搁 度 为 
mkt = tjd 


fa = — a (o) 
和 
(1, = OP? 
ip, =- ata t (p) 


(2) 在 Fs, 和 Ms 分 别 作用 下 RE B RHEA EEE RUSE ES TV 中 的 
有 关公 式 可 得 


4 Fa l | 
HF 7 IF] 
BP (q) 
Tipe 
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O Mat | 
Som = v | 
> {r) 
Mei 
Wsm — FET j 


AERO (rT) 即 为 物理 关系 式 。 
将 物理 关系 式 (o) 一 (代入 变形 几何 方程 (人 和 (g), 即 得 补充 方程 
a Fol Mat 


2h ~ 3E7 * ze ~} is) 
at 74 dM Fo Mid = 
EE (t) 
联 解 (s) 和 (t) 两 式 , 可 得 
Psy =0, M, WET is — ty) 


h 

这 里 的 Ms 为 正 号 , 故 其 转向 如 图 6- 7b 中 所 示 。 

若 考虑 到 梁 的 结构 和 温度 变化 均 对 称 于 梁 的 跨 中 鹤 面 , 则 由 对 称 性 条 件 可 
得 Fa = Fs, Ma = Ms 。 当 粱 上 无 横向 荷载 作用 时 , 则 由 平衡 方程 习 玉 = 0, 可 
得 Fa = Fs, =0。 于 是 ,可 进一步 简化 为 一 次 超 静 定 梁 , 其 基本 静 定 系 将 如 图 
6- 7{ 所 东 。 然 后 , 按 与 前 述 类 似 的 程序 , 即 可 解 得 MA = Ms = SEE 
作为 练习 ,建议 读者 自行 求解。 

关于 轴 向 支 反 力 Py, ,可 根据 梁 的 平均 温度 0, — l (ey + ta) 与 安装 时 的 温 
Kr 之 差 ,参照 例题 6 -4 的 解法 求 得 。 


思 考 题 
6-1 试 判 别 图 示 各 结构 是 静 定 的 ,还 是 起 静 定 的 ? 若是 超 静 定 , 则 为 斤 次 起 静 定 ? 


思考 题 6 一 1 


202 SAR APH a Mie bh] a 

6-2 HMBEAHWH RAR CRAP ILA PRES ER :的 ?其 解答 是 不 是 惟 -的 ? 
如 图 示 两 端 男 定 的 超 静 定 杆 , 试 结 出 其 三 个 相同 形式 的 基本 静 定 系 玉 其 柑 应 的 变形 几何 方 
程 ， 

6-3 在 例题 6-2 中 , 若 1.2.3 汪 桂 的 材料 及 模 想 别 面 积 均 相同 ,试问 有 何 办 法 可 使 各 
杆 同 时 达到 材料 的 许 用 席 力 -|? 

6-4 长 度 为 上 的 钢 螺旋 BPA ASHE - 铀 导管 .在 使 螺母 与 导管 正好 密 合 (无 间 
隙 也 无 应 力 }) 后 ,再 将 螺母 旋 紧 1i4 阐 , 为 求 螺 控 和 导管 内 的 应 力 , 斌 列 出 其 变 拱 几何 方 程 ， 
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思考 题 6 -2 图 He ml 6-4 


6-5 HERES Gi, HAS, RES HA M., 轴 在 受 扭 情况 下 ,在 AB BKS 
-HRAS Go WREE WE., EE SEHH JRE M.. AE AB 段 内 轴 和 钢管 横 
截面 上 的 切 应 力 , 试 分 别 列 出 静 力 平衡 方程 ,变形 几何 方程 和 物理 关系 式 。 


Py 


6-6 长 度 为 ,直径 为 了 的 实心 网 轴 , eR OSE 20 RE AB 烛 
Qik AY A BOR SKY) 的 AC S BD PA aL AP EEE a, EE 


思考 题 6 一 图 
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杆 AC, BD SHAE FOS Ar HER ARADO WAR SAAMI AS ORR 
AH. CHOMP aB A GR ACA ED AMHARAS E BROS A, 
6-7 AFR G-s PHBE? , 试 再 选取 两 种 不 了 


同形 式 的 基本 静 和 定 系 ,并 列 出 其 相应 的 变形 几何 方程 。 ， 
出 较 所 选 基 本 静 定 系 与 主题 和- 有 申 的 基本 静 和 定 系 的 需 3 ; 
缺点 ， oa o 
6-8 SARTA EI 的 两 端 赔 定 染 , 在 梁 足 中 点 2 2 
FA- : 支 座 ,但 与 梁 遍 边 相 中 ,如 图 所 示 ,， 当 梁 承 受 


均 布 荷载 4 la RSP AAR. Ble BR LK 
Hee ,并 烈 出 其 变形 几何 方程 和 物理 关系 式 。 


习 题 


6-1 试 作 图 示 等 直 杆 的 轴 力 画 , 
6-2 图 示 支 架 承受 荷载 F=10KN 1.23507 bR HAR RRR RORY 
A, - 100 mm’ ,A,= [50 mm’ Ñ A, =200 mm’. RRR HRS. 


思考 题 ý= 8 图 


习题 5- 1 图 习题 6 一 2 图 


6-3  - 剖 性 板 由 四 根 支 柱 支 捧 ,四 根 支 柱 的 长 度 和 截面 都 相册, 如 图 所 示 。 如 果 菏 载 
工作 用 在 4 点 , 试 求 这 四 根 支柱 各 受 力 和 多少。 

6-4 刚性 杆 AB MARRS WRKEES BRO R AR AE CD 和 EF 个 该 刚 
TEA AT KF WAAR., Mew F=50 kN ,两 根 钢 杆 的 横 截 面 面 积 上 =1000mm2:, 试 
求 两 杆 的 轴 力 和 应 力 。 

6-5 FARRIS Sh TEA GRE A WKB 点 和 C 点 由 两 根 钢 杆 BD 和 
CE SOR, CRT BD 和 CE 的 横 截 面 面 积 A, = 200 mm’ 和 A, = 400 mim’ , 锅 的 许 用 应 力 
[oi = 170 MPa, ih Ba FF a FE 

6-6 试 求 图 示 结 梅 的 许可 和 荷载 (FE]。 已 知 丁 AD ,CE BF 的 模 截 面 面 积 均 为 点 , 古 材 
料 的 许 用 应 力 为 [o1, 梁 AB 可 视 为 刚体 。 

6-7 BURTI 250 mmx 250 mm BOSE ACHE DUAR 40 mmx 40 mm x 5 mm 的 等 边 角 钢 加 
因 , 并 承受 压力 下 ,如 图 所 示 。 已 知 角钢 的 许 用 应 力 [ v] = 160 MPa, 弹 性 模 量 E, = 200 GPs; 木 
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材 的 许 用 应 力 [oj, = 12 MPa, HER BE EL = 10 GPa, RARE OT ABLE). 

6-8 ACKRUER RP AB 上 部 由 杆 ] 和 杆 2 BH PRR CER WAR. OB 
于 制造 误差 , 杆 1 的 长 度 短 了 61.5 mm CRM MMAR RSA E E, = 
E, = E =200GPas,A,- 上 :一 和， 试 求 装配 后 两 杆 的 应 力 。 


30 KN/m 


习 题 205 
6-9 图 示 阶 梯 状 丁 , 其 上 端 固定 ,下 端 与 支 座 乳 离 8=1mm, BAE PRR 
面 面 积分 别 为 600 mm? 和 300 mm’ ,材料 的 弹性 模 量 E = 210 GPa. W tE ER H RE F F 


Bo SH 7 
6-10 Pomme eRe Meas, BM ACR ABD RRR RAA,CDOR 


He ae PA A TRE EW E- 210 GPa, 线 膨胀 系数 mw = 12% 10°07) 
ink SRST 30 CS RAE SP ee 月 ， 


+ Bi 6-9 习题 6- 10 8 


46” 11 图 泵 为 两 喘 围 定 的 阶梯 状 回 轴 , 在 截面 窦 变 处 隶 屋 外 力 偶 和 矩 M.。 若 由 = 


2d; ARAL EHH SRE OM, AM, FER. 
6~12 图 示 -两 端 固定 的 钢 贺 轴 ,其 直径 4 = 60mm. BEB CHRE—H HAS 
M,-3.8kN-m, 已 知 钢 的 切 变 模 量 G = 80 GPa, CRED C 两 柚 构 截面 上 的 最 大 切 应 力 


MRR C HHHH. 


Ge6-11 A 习题 56- 12 图 


6-13 一 空心 国 管 4 套 在 实心 图 杆 瑟 的 一 端 ,如 图 所 示 。 两 杆 在 同一 机 截面 处 各 有 一 
直径 相同 的 贯穿 孔 ,但 两 孔 的 中 心 线 构成 一 个 8 8 
Ño MÆ B 上 施加 外 力 侦 使 杆 B 扭转 ,以 司 ‘ 
两 筷 对 淮 , 并 穿 过 孔 装 上 销 条 。 在 装 上 销 钉 后 
EERIE B 上 的 外 力 偶 试问 管 A 和 杆 B 
ARM fH eo CAP A PORE 的 极 
Rie THA AL, Me BR 


CREA G. 
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6-14 图 示 圆 截面 杆 AC 的 直径 di =100mm,A 端 固定 ,在 截面 B 处 承受 外 力 侦 师 AM 
=7kN'm, mH C 的 上 .下 两 点 处 与 直径 均 为 di = 20 mm HAF EFLGH RE, BSH 
材料 相隔 ,弹性 常数 间 的 关系 为 G=0.4F, MRA AC 中 的 量 大 切 应 力 。 


习题 6~14 图 
6-15 试 求 图 示 各 起 静 定 梁 的 支 反 力 。 


| 2a | | 


(a) (b) (c) 


F M, q 
C € á 
O pe a Lo y 


习题 6-15 图 
6-16 荷载 FEAR AR 及 CD 的 连接 处 , 试 求 每 根 权 在 连接 处 所 受 的 方 。 已 知 其 
了 跨 长 比 和 刚度 比分 别 为 


3 ET 4 
Zo? 和 Ents 


6-17 R ABA RENNER AS RHR AR RRR AC 加 国 ,如 图 所 示 。 
试 求 : 


(1) 二 粱 接触 处 的 压力 Fe; 
(2) WEER AB RARE BS AAR Rb Tae, 


on 
习题 -117 图 


6718 ETRA RAB 和 法 CD 的 尺寸 及 材料 均 相 同 ,已 知 E 为 常量 。 试 给 出 梁 
CD BHS 1 A any ap 


"6~19 在 一 直线 上 打 人 n TERA r OB AM Hy 1， WERA 8 BUF AR 
按 图 示 方 式 插入 圆 补 之 间 ,钢板 的 弹性 模 量 为 三, 试 求 钢 极 内 产生 的 最 大 弯曲 正 应力 。 


习题 各 -16 图 
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习题 6 - 18 A 习题 6- 19 图 


6-20 直 梁 4BC 在 承受 荷载 前 握 置 在 支 座 4 NCEE ESEE BAA EMRA 
加 上 均 布 荷载 后 , 某 在 中 点 处 与 支 座 PEM ATO PERK EAEN, WER SET HH 
力 相 等 , 试 求 其 A fa. 

"6-21 RAB RWS AEM, RAR PAR ON , 试 确定 梁 的 约束 
RI Ma, Fas Mo M Fps 


习题 5 一 20 图 JM 6-21 图 


"6722 RAK HARE ETM MRR. RB YY t 
HARRAH h, RECESS SHORREY:, 而 底面 ty 
温度 为 1; , 设 ;> 4 , 且 沿 截面 高 度 ARAB. BH FE 
SHEA EI ,材料 的 线 膨 胀 系数 为 x, 。 试 求 梁 的 约束 反 习题 5 一 22 图 
力 。 


Bom ”应 力 状 态 和 强度 理论 


$7-1 概 述 
在 前 面 的 轴 向 拉 压 、 驾 杆 扭转 和 和 对称 弯 曲 各 章 中 ,构件 的 强度 条 件 为 
gmx a lal 或 cy, = lel 


式 中 ,工作 应 力 ont ro 由 相关 的 应 力 公式 计算 :材料 的 许 用 应 力 1c] 或 [r]， 
应 用 直接 试验 的 方法 (如 拉 伸 试验 或 握 转 试验 ) , 测 得 材料 相应 的 极限 应 力 并 除 
以 安全 因数 来 求 得 ,没有 也 毋须 考虑 材料 失效 ( 潜 裂 或 屈服) 的 原因 。 此 外 ,由 构 
件 的 应 力 分析 可 知 ,在 爱 力 构件 的 同一 截面 上 ,各 点 处 的 应 力 -一 般 是 不 同 的 。 前 
通过 受 方 构件 内 的 同一 点 处 ,不 同方 位 截面 上 的 应 力 一 般 也 是 不 同 的 (参见 $2 
-3 Pie Ri EAA § 3-4 中 受 扭 圆 杆 斜 截面 上 应 力 的 分 析 )。 对 于 
轿 向 拉 压 和 对 称 弯曲 中 的 正 应 力 , 由 于 杆 件 危险 点 处 横 截 面 上 的 正 应 力 是 通过 
BRA WR COW AAA, HA ay RS , 故 可 将 其 与 材料 在 单 
轴 拉 伸 { 压 缩 ) 时 的 许 用 应 力 相 比较 来 建立 强度 条 件 。 同 样 ,对 于 圆 杆 扭转 和 对 
称 弯 曲 中 的 切 应 力 ,由 于 杆 件 危 险 点 处 模 截 面 上 的 声 应 力 是 通过 该 点 各 方位 截 
面 上 切 庶 力 的 最 大 值 , 且 处 于 纯 剪 切 应 力 状 态 , 故 可 将 其 与 材料 在 纯 剪 切 下 的 许 
用 应 力 相 比较 来 建立 强度 条 件 。 但 是 ,在 -- 般 情况 下 , 受 力 构件 内 的 一 点 处 既 有 
正 应 力 , 又 有 切 应 力 (如 对 称 弯 曲 中 ,构件 模 裁 面 上 距 中 性 轴 为 某 一 距离 的 任 一 
太 处 )。 阁 需 对 这 类 点 的 应 力 进行 强度 计算 , 则 不 能 分 别 按 正 应 力 和 切 应 力 来 建 
立 强度 条 件 ,而 需 综 全 考虑 正 应 方 和 切 应 力 的 影响 。 这 时 ,一 方面 要 研究 通过 该 
点 各 不 同方 位 截面 上 应 力 的 变化 规律 ,从 而 确定 该 点 处 的 最 大 正 应 力 和 最 大 切 
应 力 及 其 所 在 截面 的 方位 。 受 为 构件 内 一 点 处 不 同方 位 截面 上 应 力 的 集合 , 称 
为 一 点 处 的 应 力 状 态 。 也 就 是 说 , 需 研究 爱 力 构件 内 一 点 处 的 应 力 状 态 。 田 一 
方面 ,由 于 该 点 处 的 应 力 状态 较为 复杂 ,而 应 力 的 组 会 形式 又 有 无 限 多 的 可 能 
竹 ,因此 , 吉 不 可 能 用 直接 试验 的 方法 来 确定 每 -种 应 力 组 合 情 癌 下 材料 的 极限 
点 力 。 于 是 ,就 需 探 求 材料 厂 坏 (断裂 或 届 服 ) 的 规律 。 如 果 能 确定 引起 材料 破 
坏 的 共同 因素 , 那 就 可 以 通过 较 简单 的 应 力 状 态 ( 如 单 轴 应 力 状 态 或 纯 剪 切 应 力 
状态 ) 下 的 试验 结果 ,来 确定 该 共同 因素 的 极限 值 ,从 而 建立 相应 的 强度 条 件 。 
关于 材料 破坏 规律 的 假说 , 称 为 强度 理论 。 也 就 是 说 , 需 斌 究 材 料 修 坏 规律 的 曲 
度 理论 。 
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本 章 先 讨论 受 力 构件 内 一 点 处 的 应 力 状 态 RR OE DO RR LE 
强度 理论 . 从 而 为 在 各 种 应 力 状 态 下 的 强度 计算 旨 供 必要 的 基础 。 
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AT MRS AMAR Ba IRS ,可 以 围绕 该 点 取出 一 个 单元 体 。 
例如 ,研究 图 7- la MRR RRA A 点 处 的 应 力 状态 ,可 用 三 对 相去 
He FAV AE A 点 取出 -个 单元 体 , 如 图 7-3b 所 示 。 由 于 单元 钵 各 边 长 
SNARE , 故 可 认为 在 单元 体 各 个 表面 上 的 应 力 都 是 均匀 的 ,而 且 任 意 一 对 
平行 平面 { 鲍 站 图 ?7- 115 中 的 两 伍 面 ab FD de RA JA ac 各 ac) 上 的 应 力 是 
相等 的 。 为 了 简便 起 见 ,将 这 种 前 、 后 两 个 面 上 应 力 为 零 的 单元 体 ,用 平面 图 形 
来 表示 {图 7-10). BFR AL A 点 处 的 应 力 , 则 可 分 别 按 式 (4 一 5) 和 (4 
-10) 求 得 。 四 切 应 力气 等 定理 , 即 可 确定 该 单元 体 上 ,下 表 而 上 的 切 应 力 。 


图 7-1 


各 单元 体 有 一 对 平 商 上 的 应 力 等 于 零 , 即 不 等 于 零 的 应 力 分 量 均 处 于 同一 
坐标 平面 内 , 则 称 为 平面 应 力 状态 。 平 面 应 力 状态 的 普遍 形式 如 图 7- 2a BRAK , 
即 在 其 他 两 对 平面 上 分 别 有 正 应 力 和 和 切 应 力 (s, ,r. 和 ve,r )。 现 研究 在 普 遗 
形式 的 平面 应 力 状态 下 ,根据 单元 体 各 面 上 已 知 的 应 力 分 量 来 确定 其 任 -一 斜 埠 
亲 上 的 未 知 应 力 分 量 , 并 从 而 确定 该 点 处 的 最 大 正 应 力 用 其 所 在 截面 的 方位 。 

一 、 竺 截面 上 的 应 力 

已 郑 一 平面 应 力 状 态 单元 体 上 的 应 为 为 a, ,+ o, rys UA 7 - 2a RR. 
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图 了 -2 


如 前 所 述 APRA SAFEL RAH ,可 将 该 单元 体 用 平面 图 形 来 表示 (图 
7 一 2bj。 为 求 该 单元 体 与 前 、 后 两 平面 垂直 的 任 一 斜 截 面 上 的 应 力 , 可 应 用 截面 
to RR ef 的 外 法 线 与 x+ 轴 癌 的 夹 角 ( 方 位 角 ) 为 we( 图 7- 2by ,简称 为 
a 截面 ,并 规定 从 > 轴 到 外 法 线 n 道 时 针 转 向 的 方位 角 WEE, a RE 
MADE o, Hr, 表示 。 对 正 应 力 5 ,规定 以 拉 应 力 为 正 , 压 应 力 为 负 ; 对 切 
DEA x , 则 以 其 对 单元 体内 任 一 点 的 矩 为 顺 时 针 转 向 者 为 正 , 反 之 为 负 。 这 与 
以 前 对 正 应 力 o 和 切 应 力 r 的 证 负 号 规定 是 一 致 的 。 
假想 地 沿 斜 截面 ef 将 单元 体 截 分 为 二 , 留 下 左边 部 分 的 体 元 cbf 作为 研究 
对 象 (图 7- 2c}。 设 斜 截面 er 的 面积 为 d4 , 斜 截面 上 的 应 力 = Air, 均 为 正 
信 。 考 虑 作用 在 体 元 各 面 上 力 的 平衡 ,对 于 斜 截面 的 法 线 n 和 切线 ， 两 参考 轴 
《图 7~24d) 列 出 的 平衡 方程 分 别 为 
ddA+ (rdAcos a}sin a — (6,dAcosa)cos ¢ + 
(r,dAsin a)cosa@ — (o,dAsin a)sina = 0 
r dA- (r,dAcos a)cos @ — (a,dAcos a)sin a + 
(r,dAsin a)sin a + (¢,dAsin a)cosa = 0 


由 切 应 力 互 等 定理 可 知 ,r, Mr, 的 数值 相等 (其 指向 已 表示 在 图 7- 2c 中 )。 据 
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一 一 一 -一 一 一 一 一 


此 , 即 可 得 人 往 一 斜 截面 (a 截面 ?上 的 应 力 分 量 为 


a, = 一 y n Tz cos Za — t,sin2a (7 ~ 1) 
t= 2> 5 —*sin 2a + r, cos2a (7 - 2) 
TAARE F iy a FAR AS CA 7 - 2a) PF , 任 一 a 截面 上 应 力 o 和 和 = 的 计算 公式 。 


=. BAB 

E ERAS AAD A, A Pa RAS OK EAE osr, Moa, 
rne rr) 时 , 任 一 a Rho, Ace, 均 以 2a WEEE, MERRY 
ES ER 20 后 , 即 得 


(o. -Ata e = 
由 上 式 可 见 , 当 斜 截面 随 方位 角 w 变化 
时 ,其 上 的 应 方 e nm 在 -rz 直角 坐标 
系 内 的 轨迹 是 一 个 圆 ,其 圆心 位 于 横 坐 标 


Co HA) Lb, SEB oR oe 
-一 ; 4 — 
jf (52) + ane 7-3 BRR. X 


圆 习惯 上 称 为 应 力 贺 ,或 称 为 黄 尔 !O. 
Mohr) & A W. 

下 面 根据 所 研究 单元 体 上 的 已 知 应 7-3 
力 asr, Me,,t,(= r, (PAT -4a) E 
HH AY AD A SE a RL Ho, Mro fEc— ct 直角 坐标 系 内 , 按 选 
定 的 比例 尺 , 量 取 OB)， =e, B,D =r, @D, AEROB, = ga,., B,D; = t, 得 
D, A (E 7—4b), ER D, MD, 两 点 的 直线 与 o MHF CAL C AAR 


CD, RCD, y EZEN, BROKMHME C EE TA EARE T 


(a) 


[25%] +7 ,因而 ,该 圆 就 是 相应 于 该 单元 体 应 力 状态 的 


WA, AF D, 点 的 坐标 为 (as , rn) Am, D, 点 代表 单元 体 = 平面 上 的 应 
Ae BER BTA o 截面 上 的 应 力 w Ar, ,可 从 应 力 加 的 半径 CD, 按 方位 
Ao 的 转向 转动 2a fH ,得 到 半径 CE AAEE 点 的 r 坐标 分 别 满 足 {7 - 1) 
和 (7 一 2) 两 式 , 就 分 别 代表 a Bim bis, 和 7z,。 现 证 明 如 下 。 

DAR 7-4b RE 点 的 横 坐 标 为 
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OF = OC + CF 
= ÖC + CEcos(2ay + 2a) 
= OC + CEens 2a,cos 2a — CEsin 2ausin Za 
KOC = 34, + a, ); CE cos 2ay = CD, cos 2ay = 1 (a, ~ o, ); Esin 2a, = 
CD, sin2a,=T,. 于 是 ,得 


一 -一 和 


2 2 
上 上 武 即 为 式 (7- 1)。 按 类 似 方 法 可 证 明 E 点 的 级 坐标 为 


cos2q — r sin 2a = a, 


J., 一 y 


— a, 
EF = 7 sin Zæ + r.cos2a = r, 


BO A R(7 - 2). 

从 以 上 作 图 及 证 明 可 以 看 出 ,应 为 贺 上 的 点 与 单元 体 上 的 面 之 闻 的 对 应 关 
系 :单元 体 某 一 面 上 的 应 力 , 必 对 应 于 应 力 加 上 某 一 点 的 坐标 ;单元 体 上 任意 
全 , 呈 两 个 面 的 外 法 线 之 间 的 夹 角 若 为 8, 则 在 应 力 阅 上 代表 该 两 个 面 上 应 广 的 
观点 之 间 的 圆 弧 段 所 对 的 圆心 角 此 为 28, 且 两 音 的 转向 一 致 (图 7-5)。 实 质 
上 ,这 种 对 应 关系 是 应 力 圆 的 参数 表达 式 (7 - 1) 和 (7 - 2) 以 两 倍 方位 角 为 参 恋 
量 的 必然 结果 。 

应 力 塘 直观 地 反映 了 一 点 处 平面 应 力 状态 下 任意 斜 截 面 上 应 力 随 截 面 方位 
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7-5 


角 而 变化 的 规律 ,以 及 一 点 处 应 力 状 态 的 特征 。 在 实际 应 用 中 ,并 不 一 定 把 应 力 
加 看 作为 纯粹 的 图 解法 , 避 以 利用 应 力 加 来 理解 有 关 一 点 处 应 力 状 态 的 一 些 特 
征 , 或 从 图 上 的 几何 关系 来 分 析 一 点 处 的 应 力 状态 。 

三 、 生 上 应力 与 生平 面 

由 图 7 了 一 4b 所 示 应 力 贺 上 可 见 ,A, 和 A, 两 点 的 横 坐 标 分 别 为 该 单元 体 各 
截面 上 正 应 力 中 的 最 大 值 和 最 小 值 ,在 该 两 截面 上 的 切 应 力 ( 即 A, A, 两 点 的 
Mbt SPE, 一 点 处 切 应 力 等 于 零 的 截面 称 为 主 平面 , 主 平面 上 的 正 应 
力 称 为 主 应 力 。 主 应 力 是 过 一 点 处 不 周 方位 截面 上 正 应 力 的 极 值 。 可 以 证 明 ， 
一 点 处 必定 存在 这 样 一 个 单元 体 , 其 三 个 相互 重 直 的 面 均 为 主 平面 。 三 个 相 梧 
垂直 的 主 应 力 分 别 记 为 er ,as 和 上, , 且 规 定 拨 代 数值 大 小 的 顺序 排列 , 即 Oo, 
a, 2a,(B UL § 7-3), 

下 面 研 究 如 何 确定 该 单元 体 的 主 平面 位 置 和 主 应 力 数值 。 在 图 7- 4b 所 示 
AS AY 77 YEA, 和 A， RAD PISSED WHEW a, 和 
02 HEP LA, MA, 两 点 的 横 坐 标 分 别 为 


OA, = OC + CA,, OA, = OC - CA, 
AP, OC AHA Blt Ae RCA AA BES. 于 是 ,可 得 两 主 应 力 值 为 
g, = Fle. + 0) + 二 VC —o,)° +4r? (7 - 3) 


一 一 一 - ——. 


D ENMASTSOMALETASRM. AMAT . 1) 和 (7 2) 中 得 到 证 角 ，。 PN arty A 


n ARALAS—7 hs, Wat E x. = 0 时 2 了 0, 这 就 是 0, 为 极 值 的 条 件 。 

四 ”在 平面 应 力 状态 中 有 一 个 主 应 力 为 零 (如 图 7- 48 RRRA, 95 HEHE 8 A 
是, 其 相应 的 主 应 力 为 零 )。 暂 很 没 其 他 两 个 主 应 力 均 大 于 零 . 故 记 为 si ,ou (gy <0), BEAR HHH 
教 值 关 小 的 顺序 排列 。 若 求 得 的 两 个 主 应 力 一 为 拉 应 力 而 另 一 为 压 应 力 , 则 前 者 应 为 1 而 后 者 为 ， ， 另 
TEMA 0, =0。 同 理 , 若 求 得 的 两 主 应 力 都 是 压 应 方 , 则 它们 应 分 别 为 z， ReH a =0. 
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ds = se, +a) -4 VU, - g, Y +4r4 (7 — 4) 
由 于 圆 上 PDP, AMA PRT Poca EM x YHo 主 平面 ， 
ZD CA, = 2a, 为 上 述 两 平面 间 夹 第 o 的 两 倍 , 所 示 单 元 体 上 从 z 平面 转 到 
o 主 平面 的 转角 为 顺 时 针 转 向 , 按 规 定 应 为 负 值 ,因此 ,由 应 力 间 可 得 
B,D, T, 


tant 一 Ze) = -=7 
CB, Fia, a) 


其 而 解 得 表示 主 应 力 a, 所 在 主 平 面 位 置 的 方位 角 为 


ot | (7-5) 


HFA, A, 为 应 力 圆 的 直径 ,因而 ,o, 主 平面 与 o 主 平面 相 垂 直 。 

例题 7-1 一 两 端 密封 的 圆柱 形 压 力 容 器 , 圆 简 部 分 由 壁 厚 为 5 ,宽度 为 
的 塑 条 深 讨 成 螺旋 状 并 熔接 面 成 。 圆 简 的 内 直 标 为 DD, 征 OCD, a 所 示 。 
容器 际 受 的 内 压 的 压强 为 p, 若 熔接 部 分 承受 的 拉 应 力 不 得 超过 塑 条 中 最 大 拉 
应 力 的 80%, 斌 求 塑 条 的 许可 宽度 b 


2a, = arctan (- 


例题 7 一 1 图 


解 : 由 贺 简 及 其 受 力 的 对 称 性 可 知 , 贺 简 部 分 的 横 截面 上 各 点 处 的 正 应 力 
5 可 认为 相等 , 即 可 按 轴 向 拉 伸 计算 其 正 应 力 v ,于 是 ,由 图 b 即 得 


zD 48 (1) 
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AA SKD, MU ZR PRAT EMA A 完 xDDB。 

Ait Bl ai oA LE BIE MEA oo”, EL BARS a A ER 
面 将 其 截 开 ,并 研究 上 半 部 分 (图 c)。 由 于 辆 简 上 .下 部 分 的 对 称 性 ,所 以 纵 截 
HERA HH. WF OK D RRA TU aR ES RAE RA o” 
相等 。 而 该 段 圆 简 内 表面 上 下 力 的 合力 Fa = pD ,于 是 ,由 上 半 部 分 图 简 的 平衡 
方程 

F,-2F, =0 或 pD-2e xé&x1=0 


即 得 
a” = 如 (2) 
容器 内 表面 上 任 一 点 处 沿 径 向 的 正 应 力 为 
a =- p 
于 是 ,可 得 器 简 内 表面 上 各 点 的 应 力 分 别 为 
fi = f = 2 gy = a = 2, o = g” =- p 


AF LEAF 1, 即 o 的 绝对 值 远 小 于 o Mo, HUH 0, =0, 即 图 简 各 点 


处 于 平面 应 力 状态 (图 d) 
由 图 e 可 得 塑 条 熔接 链 方 位 角 8 的 正弦 和 余弦 分 别 为 
sim @ = S cos ð = VD = 


FA aS AY ERE o, 应 满足 的 条 件 为 
os = asin + mcos f < 0.86, 
将 o,,0, 和 sin 8,cos 6 值 代 人 上 式 , 经 整理 后 即 得 
b*<0.6(nD)’, b<2.43D 

AR 7-2 两 端 简 支 的 焊接 工 字 钢 梁 及 其 荷载 如 图 a 和 b 所 示 , 梁 的 横 截 
面 大 寸 示 于 图 < 中 。 试 分 别 绘 出 截面 C( 图 a) 上 a 和 5 两 点 处 {图 MRA, 
并 用 应 力图 求 出 这 两 点 处 的 主 应 力 。 

解 : THR HER MARS HAMA d 和 se 所 示 。 然 后 根据 
Ri C HSM, = 80 kNm 及 截面 CAMO HF. = 200 kN, HARR 
面 上 a b 两 点 处 的 应 力 。 为 此 , 先 算出 横 截面 (图 RE I 和 求 。 点 处 切 
应 力 时 需 用 的 静 和 矩 S$ 7 等 ; 


120 ; 3 
[ = mm) (300 mm) (itl mm) (270 mm) -88 x 10° mm 


Si = (120 mmx 15 mm)(150 mm—7.5 mm) = 256 000 mm? 
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A 一- 


T=122,7 MPa 


T =604,6 MPa 
Fy =—64.6 MPa 
(g) 
{i} 
D,(122.7,64.6}) T/MPa 
\ A D1(136.4,0) 
VMPa o/MPa 
— D 
例题 7- 2 图 


y, = 135 mm 


由 以 上 各 数据 可 算得 模 截 面 C Ea 点 处 的 应 力 为 


M 80x ION- 
T> = “88 X10 x 0.35m = 122.7 x 10° Pa = 122.7 MPa 


g = 


st 
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FeSi _ (200 x 10° N)(256 x 10" m°) -64.6 x 10° Pa = 64.6 MPa 
ld (88 x 10° m‘)(9 x 10” my 


据 此 ,可 绘 出 a 点 处 单元 体 的 z,y PREP TR LAE J A BRR. TEHA HA 
标 轴 及 选 定 适当 的 比例 尺 后 .根据 单元 体 上 的 应 力 值 即 可 绘 出 相应 的 应 力图 
( 汐 g)。 由 图 g 可 见 , 应 力图 与 o 轴 的 两 交点 A, ,A, 的 横 坐标 分 别 代表 a 点 
处 的 两 个 主 应 力 ot 和 os ,可 较 选 定 的 比例 尺 量 得 ,或 由 应 力 回 的 几何 关系 求 
得 9 


Ta = 


a, = OA, = OC + CA, = 150 MPa 
和 
G, = OÀ, = OC 一 CA, ==- 27M MPa( 压 应 Ht) 
2ay =- arctan SSS MIDS | =- 46.4° 
圳 由 X FH Bo, Br 7E $ i AD se A fA a, 应 为 -24.2 ya, 所 在 截面 应 hy He A TF 


o, MERE f) 
MT RRB C he AARMA, H y, =150 mm 可 得 
M _ 80x 10°N- 


据 此 ,可 给 出 &8 Mb AR PCA SB A Ha h Ba, OAS A Bl do 
Bi fas, WERTE, o 点 处 的 三 个 主 应 力 分 别 为 oj = e = 136.4 MPa,o, = 
6,-0.0 ol FERRE rz FR, KOR MARC. 


§7-3 空间 应 力 状 态 的 概念 


对 于 受 力 物体 内 一 点 处 的 应 力 状 态 , 最 普遍 的 情况 是 所 取 单 元 体 三 对 平面 
工 都 有 正 应 力 和 切 应 力 ,而 且 切 应 力 可 分 解 为 洛 坐 标 轴 方 向 的 两 个 分 量 ,如 图 
7 -6 所 未 。 图 中 r FR LAIMA 5 MA r,, 和 =r..。 切 应 力 的 两 个 下 标 
中 ,第 一 个 下 标 表示 切 应 力 所 在 平面 ,第 并 个 下 标 表示 切 应 力 的 方向 。 同 理 ,在 
y 半 面 上 有 应 力 o, ro 和,, Er PRLAW H Gest. 和 +.,。 这 种 单元 体 所 代 
表 的 应 力 状 态 , 称 为 一 般 的 空间 应 力 状态 。 
在 一 般 的 空间 应 力 状 态 的 9 个 应 力 分 量 中 .根据 切 应 力 互 等 定理 ,在 数值 上 


ee, 


DO 此 处 直接 图 * 中 的 cc ERARE GI, SRR bE rH HO AEE a RE a oe 2b 4s ESE BSE A 
Ary, FRAPS fe a Re SERIAJ AR QU BADD pay fae. (AE Te Rae 
PRE HP toe EER OR a KARRILA bp 了 点 处 的 应 力 。 
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Al 7-6 


有 ro = rr Ty 和 fr,, = z,, ;因而 ,独立 的 应 力 分 量 是 6 个 , 即 Le AEE: A 
Trys Tyrs toro 

可 以 证 明 ,在 受 力 物 体内 的 任 一 点 处 一 定 可 以 找到 - -个 单元 体 ,其 三 对 相 
互 垂直 的 平面 均 为 主 平面 ,三 对 主 平面 上 的 主 应 力 分 别 为 w ,ay ,os 。 

B 7- 7a 所 示 为 钢轨 的 轨 头 部 分 受 车 轮 的 静 荷 载 作 用 时 ,围绕 接触 点 用 横 
截面 .与 接触 面 平行 的 面 和 铅 龙 纵 截 面 帘 取 的 -~- 个 单元 体 ,其 三 个 相互 垂直 的 平 
面 都 是 主 平面 ,在 表面 上 有 接触 压 应 力 o, ,在 祺 截面 和 铝 垂 纵 截 面 上 分 别 有 奈 
MA o, 和 o1( 图 7 一 7b)。 这 是 三 个 让 应 力 均 为 庄 应 力 的 空间 应 力 状态 。 螺 钉 
在 拉 伸 时 ,其 螺纹 根部 内 的 单元 体 则 处 于 三 个 主 应力 均 为 拉 应 力 的 空间 应 力 状 
态 。 

室 间 应 力 状 态 是 一 点 处 应 力 状 态 中 最 为 一 般 的 情况 ,87- 2 中 所 讨论 的 平 
面 应 力 状态 可 看 作 是 空间 应 力 状态 的 特例 , 即 有 一 个 主 应 力 等 于 零 。 仅 一 个 主 
应 力 不 等 于 零 的 应 力 状态 , 称 为 单 轴 应力 状 态 。 空间 应 力 状 态 所 得 的 某 些 结论 ， 
也 间 样 适用 于 平 曾 或 单 轴 应 力 状 态 。 

对 于 危险 点 处 于 空间 应 力 状态 下 的 构件 进行 强度 计算 ,通常 需 确 定 其 最 大 
正 冰 力 和 最 大 切 应 力 。 当 受 力 物 体内 革 一 点 处 的 三 个 主 应 力 71,0, 和 ce; 均 为 
已 知 时 (图 7- 8a) ,利用 应 力图 ,可 确定 该 点 处 的 最 大 正 应 力 和 最 大 切 应 力 。 首 
先 ,研究 与 其 中 一 个 主 平面 (例如 主 应 力 o, 平面 ) 垂 直 的 斜 截面 上 的 应 力 。 为 


D 例如 ,参看 刘 泪 文 主编 (高 等 材料 力学 ?》 ,上册 ,87 一 3， 高 等 教育 出 版 杜 ,1985 年 - 
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图 7-8 


此 , 沿 该 斜 截面 将 单元 体 截 分 为 二 ,并 研究 其 左边 部 分 的 平衡 (图 7- 8b)。 由 于 
EWA a; 所 在 的 两 平面 上 是 一 对 自 相 平衡 的 力 , 因 而 该 斜 截面 上 的 应 力 a,t 
Ho, 2K. FH ,这 类 斜 截面 上 的 应 力 可 由 o, Mo, EHMMARMEWAKE 
AB ,而 该 应 力 贺 上 的 最 大 和 最 小 正 应 力 分 别 为 o, 和 rzu 同 理 ,在 与 o, (2 o) 
主 平 面 垂直 的 余 截 面 上 的 应 力 c 和 r, 可 用 由 el ,ao; (或 o, ,a;) 作 出 的 应 力 圆 上 
的 点 来 表示 。 进 一 步 的 研究 证 明 2 ,表示 与 三 个 主 平面 斜 交 的 任意 斜 截面 {图 
7 一 8a 中 的 abc RB) LRH o 和 r KID 点 , 必 位 于 上 述 三 个 应 力 圆 所 围 成 的 阴 
影 范 围 ( 图 7-8c) 以 内 。 


) #2 F.B. Seely, 1.0. Smith, Advanced Mechaines of Materials, Chap 3, $1, Jolm Wiley & Sons, 
Inc. 1955 


220 Ste 应力 状 态 和 强度 理论 


RIBLE op 7 OT AL, ER 7 — Ba 所 水 的 空间 应 力 状 态 下 ,该 点 处 的 最 天正 应 
ARSE) S FRA SABLE A BAR Bip o (图 ?一 8c), 即 

Bmax = G) (7 ~ 6) 
而 最 大 切 应 力 则 等 于 最 大 的 应 力 贺 上 BOS RCA 7 - 8c) ,为 


T mux — zlo ~ a) (7 = 7) 


AB RAMMED A eA Ae Ry o 主 平面 相 垂直 ,并 与 r， Mo, 
AEF fA 45 FA 

LEAS lel a OP AR AS (A — PERS PS) Re Y 
Ai aR aS CHP EB EME PE) AE LA ee Ee OR HERE 
值 nm 4, 20, WIMP HES. 

例题 7-3 单元 体 各 面 上 的 应 力 如 图 a 所 示 。 试 作 应 力 圆 ,并 求 出 主 应 力 
和 最 太 切 庶 力 值 及 其 作用 面 方位 。 

RM: 该 单元 体 有 一 个 已 知 的 主 应 旋 o.=20 MPa。 因 此 ,与 该 主 平面 正 交 的 
各 截面 上 的 应 力 与 主 应 力 o 无 关 , 于 是 ,可 依据 x+ 截面 和 vy 截面 上 的 应 力 面 出 
应 方圆 (图 b}y。 由 应 力图 上 9] 得 两 个 主 应 力 值 为 46 MPa 和 - 26 MPa。 将 该 单 


例题 ?7-3 图 
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元 体 的 三 个 主 应 力 按 其 代数 值 的 大 小 顺序 排列 为 
3a, = 46 MPa, o, = 20 MPa, s, =— 26 MPa 

依据 三 个 主 应 力 值 , 便 可 作出 三 个 应 力 圆 如 图 b 所 示 。 在 其 中 最 大 的 应 力 

AEB 点 的 纵 坐 标 ( 该 辐 的 半径 } 即 为 该 单元 体 的 最 大 切 应 力 ,其 值 为 
fr = BC = 36 MPa 

H 2e, =34 , 据 此 便 可 确定 o 主 平 面 方位 及 其 余 各 主 平面 的 位 置 。 其 中 最 大 
DMA Br ER H 6; 平行 ,与 5 Mo, 所 在 的 主 平面 各 成 ASA, uR e 所 
AR = 

例题 7-4 已 知 某 结构 物 中 一 点 处 为 平 商 应 力 状态 ,o, = - 180 MPa,e = 
-90 MPa,r. = r, =f0。 试 求 该 点 处 的 最 大 切 庶 力 。 

解 ; 根据 给 定 的 应 力 可 知 , 主 应 力 wm = 9. =0,c， =ø, = -90 MPa, g, = 6, = 
-180 MPa。 将 有 关 的 主 应 力 值 代 人 人 式 (7 -7) 订 得 


c= zlo, ~6,) = Lto - (- 180 MPa] = 90 MPa 


$7-4 应 力 与 应 变 间 的 关系 


前 面 讨论 了 受 力 攀 件 内 一 点 处 的 应 力 状 态 ,在 一 般 空 间 应 力 状 态 下 有 6 个 
独立 的 应 力 分 量 :a， Fy Fea Tay Tyee Tu 之 相应 的 有 6 个 独立 的 应 变 分 量 : 
Errep E s Viya Yu Yao 本 证 主要 讨论 在 线 弹 性 范围 内 ,小 变形 条 件 下 ,空间 应 
力 状态 下 应 力 分 量 与 应 变 分 便 间 的 关系 ,通常 称 为 广义 胡 克 定律 。 

一 、 各 向 同 性 材料 的 广 祥 胡 克 定律 

一 般 空间 应 力 状 态 下 单元 体 (图 7- 9a) 的 6 个 独立 应 力 分 量 中 ,3 个 正 应 力 
分 量 的 正 负 叶 规 定 同 前 , 即 拉 应 力 为 正 , 压 应 力 为 负 ; 而 3 个 切 应 力 分 量 的 正 负 
号 则 重新 规定 如 下 : 若 正面 (外 法 线 与 坐标 轴 正 向 一 致 的 平面 ) 上 切 应 力 矢 的 指 
癌 与 坐标 轴 正 向 一 致 ,或 负面 (外 法 线 与 坐标 轴 鱼 RAPE) LOMA R 
指向 与 坐标 轴 负 向 一 致 , 则 该 切 应 力 为 正 ,反之 为 负 。 图 7-9%a 中 所 表示 的 各 应 
力 分 量 均 为 正 值 。 至 于 6 个 应 变 分 量 的 正 负 号 规定 , 仍 与 以 前 相间 , 即 线 应 变 
sc svgr 以 伸 长 为 止 ,缩短 为 负 ; 切 应 变 y, ya M Ya (依次 表示 直角 人 xrOy， 
一 yz ML Or 的 变化 ) 均 以 使 直角 减 小 者 为 正 , 增 大 者 为 负 。 按 这 样 的 正 负 
号 规定 , 正 值 的 切 应 力 就 对 应 于 正 值 的 切 应 变 ， 

对 于 各 向 同性 材料 , 消 各 方向 的 弹性 常数 下 ,G ，,y 均 分 别 相同 。 而 县 ,由 于 
各 向 同性 材料 沿 任 一 方向 对 于 其 弹性 常数 都 具有 对 称 性 ( 即 绕 该 方向 旋转 180° 
后 ,材料 的 弹性 常数 保持 不 变 ), 因 而 ,在 线 弹 性 范围 .小 变形 条 忻 下 , 沿 坐 标 轴 
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(或 应 力 矢 ) 方 向 , 正 应 力 只 引起 线 应 变 ,而 切 应 力 只 引起 同一 平面 内 的 切 应 
ae, 


线 应 变 sy ,es,,s。 与 正 应 力 g,,o, ,0, 之 间 的 关系 ,可 应 用 春 加 原理 求 得 。 在 
d,s:0, Mo, 分 别 单独 存在 时 ,> 方向 的 线 应 变 s 依次 分 别 为 


a. i GF + ry a t 


F’ Er VE E, rv 
于 是 ,在 o,,0,,0, 同时 存在 时 ,可 得 z 方向 的 线 应 变 , 同 理 , 可 得 y 和 zz 方向 的 
线 应 恋 ,分 别 为 


f 
E, ŽŽ 


e= Zle vlo, + 0.)] 
£, = zle, —yv{e,+a,)] (7— 8a) 
E, = ale, ~ve,t+a,)] 


至 于 切 应 变 Yayo Yao Ya PWM by, tye Tee 之 间 的 关系 , 则 分 别 为 


Yay = G 
Pyr 

P = E (7 — 8b) 
— Taz 
Far ~~ GC 


HA (7 -8a,b) 即 为 一 般 空间 应 力 状 态 下 ,在 线 弹 性 范围 内 、 小 变形 条 件 下 各 向 闻 
性 衬 料 的 广 尽 胡 克 定律 。 
在 平 而 应 力 状 态 下 , 设 o, =0,r,, =O,7,. = 0, M h7- Ba) AI(7 - Sb) By 


外 ”其 证 明 可 大 看 王 龙 甫 编 { 弹 性 理论 》, § 4- 5, 科学 出 版 社 ,1978 年 。 
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所 得 


i (7 — 8c} 


耕 已 类 空间 应 AAR AS PF CRA = PEM o,.0,,.0,(8 7- 9b), WBE 
应 力 方 向 只 有 线 应 变 ,而 无 切 应 变 。 与 主 应 万 wm ,es ,cy 相应 的 线 应 变 和 分别 记 为 
ss 63y 称 为 主 应 变 。 主 应 变 为 一 点 处 各 方位 线 应 变 中 的 最 大 与 最 小 值 ,其 证 
明 将 在 《材料 力学 {10D》 的 第 五 章 中 讨论 。 
广义 胡 克 定律 可 用 主 应 力 与 主 应 变 表 示 为 


& = gla — vg, + ¢,)] 
e = 去 [os - lo + a)! (7 - 9a} 
E; = plas 一 vlg + a,)] 

在 已 若 主 应 为 的 平面 应 力 状 态 下 , 设 o, =0, 则 由 式 (7- 9ay? 可 得 


E; = 去 (cl — wf) 
E, = Elo, ~ yo) (7 - 9b) 


r 
£4 =- Flo, + a;) 


由 上 式 可 见 , 平 面 应 力 状态 的 o, =0, 但 其 相应 的 主 应 变 se; 和 0。 值 得 注意 的 是 ， 
在 线 弹 性 范围 内 ,由 于 各 向 同性 材料 的 正 应 力 愉 引起 线 应 变 , 央 此 , 任 一 点 处 的 
主 应 力 指 向 与 相应 的 主 应 变 方向 是 一 教 的。 而且, 材料 的 三 个 弹性 常数 E, G 
Aly 间 在 在 着 如 下 关系 : 

E 


G = AEREN) (7 — 10) 
例题 了 -5 已 知 一 受 力 构件 自由 表面 上 某 点 处 的 两 主 应 变 值 为 6, = 240 x 
1I0 ,e,= - 160 10°, 构件 材 料 为 Q235 $4, HATER EF = 210 GPa, TR 


i v=0.3. BRR TK xa Ab YE it BL, HOR A Ah BEM e 的 数值 和 方 
(BT 
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解 : 由 于 主 应 力 osgo, JEME El ,es ,#3 相对 应 , 故 根 据 题 意 可 知 该 


所 处 ax = 人 0, 而 处 于 平面 应力 状态 。 央 此 ,由 平面 应 力 状态 下 的 广义 胡 克 定律 得 


E = Fo, 一 vg:) 


Ey = ala, ™ us, } 
联 立 上 列 旺 式 , 即 可 解 得 
210 x 10° Pa 


a = poate tye) = SPATS (240 ~ 0.3 x 160) x 10“ 


= 44.3 x 10° Pa = 44.3 MPa 


Ce, + ve.) = 210 x 10” Pa 
3 1-0.3° 


= — 20.3 x 10° Pa = -~ 20.3 MPa 
主 应 变 e, 的 数值 可 由 式 47 一 9a} 求 得 


(— 160 + 0.3 x 240) x 10°° 


gag, = 7 
” 1-， 


e, =~ ata +o,)=- 1 44.3 x 10° Pa — 20.3 x 10 Pa) 
=- 34.3x 10° 
AIER ENY se; 是 缩短 Hw e Me, Se AL BUY PY 22 I AY ER 


DE 
2, EAR EHR NARE 
在 $2-6 中 已 经 指出 ,木材 .玻璃 钢 纤 维 增强 复合 材料 的 力学 性 能 是 与 受 
力 方 向 有 关 的 , 即 是 各 向 异性 材料 。 
当 各 向 异性 材料 的 受 力 构件 内 -一 点 处 于 一 般 空间 应 力 状态 时 (图 7 — 9a), 
由 于 这 类 材料 不 存在 关于 材料 性 能 的 弹性 对 称 轴 { 或 应 力 方向 不 与 材料 的 弹性 
对 称 轴 平 行 ), 因 而 每 一 个 应 力 分 量 将 引起 所 有 的 6 Pie AB SP ie, BITE BR RAY 
引起 线 应 变 , 同 时 也 引起 三 个 切 应 变 ; 切 应 力也 将 引起 所 有 的 切 应 变 和 线 应 变 . 
但 在 线 弹性 范围 内 \ 小 变形 条 件 下 ,应 变 与 应 力 间 仍 为 线性 关系 ,因而 ,其 应 力 分 
量 与 应 变 分 重 问 的 关系 可 表达 为 
Er = Cie, + Ca + Ciad, + Cist.. + Cyst. + Cis Tay 
E, = Cag, + Corsa, + Cryo, + uate + Cast, + Cag Try 
€. = Caa, + Cya, + Cad, + Cyr. + Cyst, + Cas Tey 
“ye = Cae, + C0, + Cayo. + Carty. + Cyst, + Cas Tay (7-11) 
Ya = Csa, + Cora, + Caja, + CsT, + Cisr., + Css Tey 
Yas = Caa, + Cora, + Cosa. + Cos Tie + Coste. + Cost, 


上 起 称 为 各 疝 异 性 材料 的 广义 胡 克 定律 。 式 中 ,弹性 常数 (用 两 个 下 标 表示 : 
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第 一 个 下 标 与 应 变 分 量 有 关 (7 -1,2,…,6 分 别 对 应 于 e,,e,,"… ,7Y,,); 第 二 个 
下 标 与 应 力 分 量 有 关 (j = 1.2,… ,6 分别 对 应 于 ww .0,,°¢,0,,). BRA 36 个 
弹性 常数 。 可 以 还 明 中, 当下 标 次 序 转 管 时 ,弹性 常数 是 相等 的 , 即 C, = C, E 
此 ,各 问 异 性 材料 独立 的 弹性 常数 是 21 个 。 人 利得 注意 的 是 ,由 于 正 应 力也 将 引 
起 切 应 变 , 因 而 , 当 单 元 体 在 3 个 主 应 力作 用 下 ,将 同时 引起 线 应 变 和 切 应 变 。 
这 也 就 是 说 ,一 点 处 的 主 应 方 方 向 与 主 应 变 方 向 是 不 重合 的 。 


(3) (b) 


7-10 


ELERE, A Hi SEE AT EE A — 2 Se OE eB A , FP: 
RR MIA ARE FARRA 3 PE FE ERRA, BB 3 
aE 2S A ET ERR FBO CE BE A 7 A UR TE SEO Bld, BE 
有 纤维 都 排列 成 同一 方向 的 单 向 复合 材料 (图 7 - 10a) 束 有 是正 交 异性 材料 ,木材 
(图 7~ 10b) 也 可 近似 地 看 作 是 正 交 异性 材料 。 

当 正 交 蜡 性 材料 的 单元 体 上 6 个 应 力 分 量 都 平行 于 材料 的 弹性 对 称 轴 时 ， 
由 对 称 性 可 知 ,对 于 与 应 力 分 量 平行 的 楼 边 , 正 应 力 将 只 引起 线 应 变 , 切 应 力也 
将 只 引起 其 自身 平面 内 的 切 应 变 。 于 是 , 正 交 异性 材料 的 广义 胡 克 定律 为 

é, = Cia, + Co + Cag, 


Ey = Cag, + Cro, + Cre, 


€ = Caus, + Cy a, + Cig, 
` (7 — 12) 
F yx 一 Cas Tye 
Faz = Css Tex 
Yes = Coe Fery 
考虑 到 Ch = C3, Cia = Cz; C3, 一 Cy ;因而 , 正 交 蜡 性 材料 独立 的 弹性 常数 是 


9 个 。 


中 侧 如 ,大 夏收 伟 长 . 叶 开 源 编 ( 弹 性 力学 } ,$$ 4-2, 科 学 出 版 福 :1980 年 。 
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三 、 各 向 同性 材料 的 体 应 变 

构件 在 受 力 变形 后 ,通常 将 引起 体积 变化 ,每 单 
位 体积 的 体积 变化 , 称 为 体 应 变 , 用 8 ES. MHR 
各 向 同性 科 料 在 空间 应 力 状 态 下 {图 7 了 7-11) 的 体 应 
变 。 

设 单元 体 的 三 对 平面 为 主 平面 , 共 二 个 边 长 分 别 
Žana a 变形 后 的 边 长 则 分 别 为 a, (1 + el)， 
ateJ a (te) 因此 .变形 后 单元 体 的 体积 为 

Vo = a,(1+e¢,)}- al 4+ ¢,)+a;{1 + ¢;) 

EEEE N , OE TE) AT SREP E GR i OE Fe EC, 7 

V-V alte): a,(i+e,)> a,(l+e,) — ajada 
V a, a,a, 


a= 


a,a,a,(1+¢, +e, +e) — a,az,a; 
my Pe ten te; 


Gida 
+ 2 BIA FAR AS PAST AA SESE ART -9a) 代 人 上 式 , 经 简化 后 即 得 
8 = "a, + a + 95) (7 ~ 13a) 


即 任 一 点 处 的 体 应 变 与 该 点 处 的 三 个 主 应 力 之 和 成 正比 。 

对 于 平面 纯 剪 切 应 力 状 态 ,ca = - ci =7,,,0,=0,8K(7- 13a) 可 见 ,材料 
的 体 应 变 等 于 零 , 即 在 小 变形 条 件 干 , 切 应 力 不 引 起 各 向 同性 材料 的 体积 改变 。 
因此 ,在 图 7- 9a 所 示 的 一 般 空 间 应 力 状 态 下 ,材料 的 体 应 变 只 与 三 个 线 应 变 
5, ,Ey1E: 有 关 。 于 是 ,仿照 上 述 推 导 可 得 


g = (0, to,ta) (7 -~ 13b) 


由 此 可 知 ,在 任意 形式 的 应 力 状 态 下 ,各 向 同性 材料 内 一 点 处 的 体 应 变 与 通过 该 
点 的 任意 三 个 相互 垂直 的 平面 上 的 正 应 力 之 和 成 正比 ,而 与 切 应 力 无 关 。 
例题 7~6 边 长 a=0.1m 的 岳 立 方块 ,无 间 院 地 放 和 体积 较 大 .变形 可 略 
EAT RAMA WA a 所 示 。 已 知 铀 的 弹性 模 量 下 = 100 GPsa, 消 松 比 y= 
0.34。 当 爱 到 F=300 kN 的 均 布 压力 作用 时 , 试 求 铜 块 的 主 应 力 , 体 应 变 以 及 
最 天 切 应 力 。 
解 : RR LM A 


__F_ 300x100 N _ 6 
a, = x5 “wrm 72 * 10 Pa = — 30 MPa 


Bl ER Se Bh HH l E BS PA BY Ae BL A 2 ee AS ee x 和。 
FARM REL S. TE, ERS EA OER o, 和 
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——— nm -- 


(a) tb) 
例题 了 «6 图 
o, ,如 图 b 所 孙 。 按 照 广义 胡 克 定律 公式 (7- Sale 


E, = rls, —vta, to) ]=0 (1) 


E. = ple, - va, tej] = 90 (2) 
Fe (1) (2) HR, TE 
y(l + y) 
ae rae 


p ELIO 30 x 10° Pa) — ~ 15.5 x 10° Pa =— 15.5 MPa 


d, = ¢ 


I 


按 主 鼎力 的 代数 值 硕 序 排列 ,得 钢 块 的 主 应 力 为 
a, 二 dz =~ 15.5 MPa, g, =- 30 MPa 
将 以 上 数据 代入 计算 体 应 变 公式 (7 - 13a) , 吓 得 铜 块 的 体 应 变 为 


1-2 
= E "ta, + fa + ga) 


= TT area 15.5 x 10° Pa - 15.5 x 10° Pa — 30 x 10° Pa) 
a 


= — 1.95 x 19% 
将 有 关 的 主 应 力 值 代 入 式 (7--7}, 可 得 


r= Fla, a) = sl- 15.5 x 10° Pa — (~ 30 x 10° Pay] 


— 7.25 x 10° Pa = 7.25 MPa 
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物体 受 外 力作 用 而 产生 弹性 变形 时 ,在 物体 内 部 将 积蓄 有 应 变 能 ,每 单位 体 
积 物体 内 所 积 车 的 应 变 能 称 为 应 变 能 密度 。 在 单 轴 应 力 状态 下 ,物体 内 所 积蓄 
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At) ing 4B SE REE AE § 2-5 中 缩 出 , 即 


+ 
“a 


_1 .0 È 


VU, = FA 5E (a) 


对 于 在 线 弹性 范围 内 .小 变形 条 件 下 受 力 的 物体 ,所 积蓄 的 应 变 能 只 取决 于 
外 为 的 最 后 数值 ,而 与 加 力 顺 序 无 基山。 为 便于 分 析 ,假设 物体 上 的 外 力 按 同 一 
比例 由 零 增 至 最 后 值 ,因此 ,物体 内 任 - 一 单元 体 各 面 上 的 应 力也 按 同 一 比例 上 由 零 
增 至 其 最 后 值 。 现 按 此 比例 如 载 的 情况 RSE RS PEM ARIS EAA 
状态 下 单元 体 ( 图 ?7- 12a) 的 应变 能 密度 。 对 应 于 每 一 主 应 力 , 其 应 变 能 密度 等 
于 该 主 应 力 在 与 之 相应 的 主 度 蛮 上 所 作 的 功 ,而 其 他 两 个 主 应 力 在 该 主 应 变 上 
FARE. AU AS RH SEMA SHAM ED LAER, Bock 
的 应 恋 能 密度 应 为 


vV, = sla, + 3E, + a3€,) ib) 
将 由 主 应 力 与 主 应 变 表 达 的 广义 胡 克 定律 公式 (7- 归 ) 代 人 上 式 , 经 整理 简化 后 得 
v, = plo +o} + of ~ 2v(o,0, + a0; + 0301)] (7 — 14) 


在 一 般 情 况 下 ,单元 体 将 同时 发 生体 积 改 变 和 形状 改变 。 车 将 主 应 力 单元 
体 (图 7- 12a) 分 解 为 图 7- 12b,c 所 示 两 种 单元 体 的 准 加 。 其 中 ,o、 称 为 平均 
应 力 , 即 


Ta T (0 + Ty + a;) 


m Lio, +O, +O} 


F = 


图 7-12 


在 平均 应 力作 用 下 (图 7- 12b) ,单元 体 的 形状 不 变 , 仅 发 生体 积 改 变 , 自 其 
三 个 主 应 力 之 和 与 图 7- 120 斯 示 单 元 体 的 三 个 主 应 力 之 种 相等 , 故 其 应 变 能 密 
度 就 等 于 图 7 一 12a 所 示 单 元 体 的 体积 改变 能 密度 , 即 


© 关 于 这 一 点 将 在 {材料 力学 ( 卫 )》 的 第 三 章 中 加 以 论证 。 
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T's -> splo + E, + oi ~ 2uCa%, + o, + au)] 
-2 (7 - 15) 


2E i oF 
图 7- 12c 所 东单 元 体 的 下 个 主 应 力 之 和 为 零 ,上 其 体积 不 变 , 仪 发 生 形 状 
AS. 于 是 ,其 应 变 能 密度 就 等 于 图 7- 12a 所 示 单 元 体 的 形状 改变 能 密度 。 其 
值 由 式 (7 一 14) 经 整理 简化 后 可 得 


De T Uy 
= tile, -aY + (a, — 4.) + bo, - 9,)"] (7 — 16) 
tty sR (7 -— 14),€7 - 15) 4907 — 16) BY BL GE BA 


Ta = by t vy (e) 
邹 应 变 能 密度 v 等 于 体积 改变 能 密度 o 与 形状 改变 能 密度 um 之 和 。 
对 于 一 般 空 间 庶 力 状 态 下 的 单元 体 (图 ?7- 9a) ,其 应 变 能 密度 可 用 6 个 应 
力 分 量 ga, ,as ,arrreyr: 来 表达 。 由 于 在 小 变形 条 件 下 ,对 应 于 每 个 应 力 分 
量 的 应 变 能 密度 均等 于 该 应 力 分 量 与 相应 的 应 变 分 量 的 蒋 积 之 半 , 赦 有 


v = Hae, + aE, + ae, + Thay FT, + P Yad (d) 


O AAEREN -— 8a R(T -8hb) 代 入 上 式 , 即 可 得 到 用 6 个 应 力 分 量 表 
达 的 应 变 能 密度 表达 式 ,建议 读者 自行 推导 。， 


$7-6 强度 理论 及 其 相当 应 力 


为 了 建立 空间 应 为 状态 下 材料 的 蚂 度 条 件 OR SR RRR ORE, 
PRERE. Le RS eT A ,压缩 以 及 扭转 等 试验 中 发 生 的 玻 坏 现象 ,不 
难 发 现 材 料 玻 坏 的 基本 形式 有 两 种 类 型 :一 类 是 在 没有 明显 的 塑性 变形 情况 下 
发 生 突 然 断 裂 , 称 为 脆性 断裂 。 如 和 铸铁 试 样 在 拉 伸 时 沿 横 截面 的 断裂 和 和 铸铁 圆 
AP RHR Na Ro Me. HREM AOS BEEP T E RHE 
AE eB LPP BE H.R Ay SAE AR. AEE Be AP it Ee te EE ) ab a Se AS 
发 生 显 车 的 塑性 变形 ,有 的 并 会 出 现 届 服 现象 。 长 期 以 来 .通过 生产 实践 和 科学 
研究 ,针对 这 两 类 破坏 形式 , 曾 提出 过 不 少 关于 材料 破坏 因素 的 假设 ,下 面 主要 
介绍 经 过 实验 和 实践 检验 ,在 工程 中 常用 的 四 个 强度 理论 ， 

第 一 类 强度 理论 是 以 脆 社 断裂 作为 破坏 标志 的 ,其 中 包括 最 大 拉 应 力 理 论 
和 最 大 仲 长 线 应 变 理论 。 近 在 17 黄 纪 时 ,就 先后 提出 了 这 一 类 理论 ,因为 当时 
的 主要 建筑 材料 是 砖 、 石 .铸铁 等 脆性 材料 ,所 以 ,观察 到 的 破坏 现象 多 为 脆 断 。 
但 最 初 提出 这 两 个 理论 时 ,只 认为 破坏 的 原因 是 最 大 正 应 力 ( 包 括 控 应 力 和 压 应 
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力 ) 或 最 太 线 应 变 ( 包 括 伸 长 和 缩短 )。 到 所 来 才 明 确 了 脆 断 只 有 在 以 拉 伸 为 主 
的 情况 下 才 可 能 发 生 , 因 此 ,经 过 修正 后 就 采取 了 如 下 所 述 的 形式 。 

最 大 拉 应 力 理论 最 大 拉 应 力 理 沦 也 称 为 第 一 强大 理论 。 这 一 理论 的 假说 
是 :最 大 拉 应 力 o 是 引起 材料 脆 断 破坏 的 因素 ,也 就 是 认为 不 论 在 什么 样 的 应 力 
状态 下 RRA Soe = PEW A PRR TERA o (BM oa) 达到 材料 的 极 
限 应 力 m ,材料 就 发 生 脑 性 断裂 。 至 十 材料 的 极限 应 力 or, , 则 可 通过 单 轴 拉 伸 试 
样 发 生 脆性 断裂 的 试验 米 确定 ， 于 是 ,按照 这 一 强度 理论 ,脆性 断裂 的 判 据 是 

Ty ay (a) 
和 将 式 (a) 右 边 的 极限 应 力 除 以 安全 因数 ,就 得 到 材料 的 许 用 拉 应 力 fo], 因 此, 接 
第 -- 强 度 理论 所 建立 的 强度 条 件 为 
<= le] (7 — 17) 

应 该 指出 ,上 式 中 的 a, ARMA, ERAUMMAW = PRB DRAF, BR 
不 能 采用 第 一 强度 理论 来 建立 强度 条 件 。 而 式 中 的 [se] 为 试 样 发 生 脆性 断裂 的 
许 用 拉 应 力 ,也 不 能 单纯 地 理解 为 材料 在 单 轴 拉 伸 时 的 许 用 应 力 。 

时 大 伸 长 线 应 变 理论 ”最 大 伸 长 线 应 变 理论 也 称 为 第 二 强度 理论 。 这 一 理 
论 的 假说 是 :最 大 伸 长 线 应 变 c 是 引起 材料 脆性 断裂 的 因素 ,也 就 是 认为 不 论 
在 什么 样 的 应 力 状态 下 ,只 要 构件 内 一 点 处 的 最 太 介 长 线 应 变 e (E e, ) 达 到 了 
材料 的 极限 秆 6, ,材料 就 会 发 生 脆 断 破 坏 。 间 理 ,材料 的 极限 值 同样 可 通过 单 
轴 拉 伸 试 样 发 生 脆 性 断裂 的 试验 来 确定 。 如 果 这 种 材料 直到 发 生 脆性 断裂 时 都 
可 近似 地 看 作 线 弹性 , 即 服 从 胡 克 定律 , 则 


=F (b) 


式 中 ,o, ize AH De EE RR LAE. FR RRR 
度 理论 ,脆性 断裂 的 判 据 是 


FF 


E&E =e == {c) 
E 
Wi a A ERASE 7 ~ 9a) 可 知 ,在 线 弹性 范围 内 工作 的 构件 ,处 于 复杂 应 
力 状 态 下 一 点 处 的 最 太 伸 长 线 应 变 为 
e = ple, -alos + 03)] 


于 是 , 式 {e) 可 改写 为 


i 
Fl’: — vIr, + a} | = F 


或 


a, 一 v(a, + da) = fy (d) 
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将 上 式 右 边 的 o, 除 以 安全 国 数 即 得 材料 的 许 用 拉 应 力 [1cj, 故 按 第 二 强度 理论 
所 建立 的 强度 条 件 为 
zj — yig to) Lo] (7 — 18) 

在 以 上 分 析 中 引用 了 广义 而 克 定 律 , 所 以 ,按照 这 一 强度 理论 所 建立 的 强度 条 件 
应 该 只 适用 于 以 下 情况 ,部 构件 直到 发 生 脐 上 断 前 者 应 服从 胡 克 定律 们 。 

必须 注意 ,在 式 (7 一 18) 中 所 用 的 [ol 是 材料 存单 轴 拉 仲 时 发 生 脆 性 断裂 的 
许 用 拉 应 力 , 像 低 左 钢 一 类 的 塑性 材料 ,是 不 可 能 通过 单 轴 拉 伸 试 验 得 到 材料 在 
Weir TT AAR e, 的 。 所 以 ,对 低 磋 锅 等 塑性 材料 在 三 轴 拉 但 应 力 状 态 下 ,该 
式 右 边 的 [cj 不 能 理解 为 材料 在 单 轴 按 伸 时 的 许 用 拉 应 力 。 

实验 表明 ,这 一 理论 与 石料 . 混 涂 土 等 脆性 材料 在 压缩 时 纵向 开 刹 的 现象 是 
~ 致 的 。 这 一 理论 考虑 了 其余 曙 个 主 应 力 o, Mo, 对 材料 强度 的 影响 ,在 形式 
上 较 最 大 拉 应 力 理论 更 为 完善 。 但 实际 上 并 不 一 定 总 是 合理 的 ,如 在 二 轴 或 二 
Se DLT OLB , 按 这 一 理论 反比 单 输 受 拉 时 不易 断裂 , 蚂 然 与 实际 情况 并 不 相 
符 。 一 般 地 说 ,最 大 拉 应 力 理论 适用 于 脆性 材料 以 拉 应 力 为 主 的 情况 ,而 最 大 伸 
长 线 应 变 理论 适用 于 环 应 力 为 主 的 情况 。 由 于 这 一 理论 在 应 用 上 不 如 最 大 拉 应 
力 理论 简便 , 故 在 工程 实践 中 应 用 较 少 ,但 在 某 些 工业 部 门 (如 在 炮 简 设计 中 ) 应 
用 较为 广泛 。 

第 二 类 强度 理论 是 以 出 现 塑 性 届 服 或 发 生 显著 的 塑性 变形 作为 破坏 标志 
的 ,其 中 包括 最 大 切 应 力 理论 和 形状 改变 能 密度 理论 。 这 些 理论 都 是 从 19 世纪 
林 叶 以 来 , 贿 着 工程 中 大 量 使 用 像 低 碳 钢 一 类 塑性 材料 ,并 对 材料 发 生 槛 性 变形 
的 物 殖 本 质 有 了 较 多 认识 后 ,先后 提出 和 推广 应 用 的 。 

野 大 切 应 力 理论 最 大 切 应 力 理论 又 称 为 第 三 强度 理论 。 这 一 理论 的 假说 
是 :最 大 切 应 力 z,,, 是 引起 材料 塑性 届 服 的 因素 ,也 就 是 认为 不 论 在 什么 样 的 应 
力 状态 下 ,只 要 构件 内 一 点 处 的 最 大 切 应 力 r, ,达到 了 材料 届 服 时 的 极限 值 
ru ,该 点 处 的 材料 就 会 发 生 届 服 。 至 于 材料 局 服 时 切 应 力 的 极限 值 * ,同样 可 
以 通过 单 输 拉 伸 试 样 发 生 届 服 的 试验 来 确定 。 对 于 像 低 碳 钢 一 类 的 塑性 材料 ， 
在 单 钠 拉 伸 试 验 时 材料 就 是 沿 最 大 切 应 态 所 在 的 45" 斜 截面 发 生 滑 称 面 出 现 明 
显 的 屈服 现象 的 。 这 时 试 样 在 横 截 面 上 的 正 应 力 就 是 材料 的 屈服 极限 a 于 
是 ,对 于 这 一 类 材料 ,可 得 材料 屈服 时 切 应 力 的 寝 限 值 * 为 


T, 
m =y (e) 


ETKA IRRA — RE i, BRAE A 


CD PAER pper A St E, EE id Sy > ER ETIE., 世 由 于 这 种 非 
线性 变形 不 大 , 恩 而 , 仍 可 近似 地 将 其 看 作 是 慑 从 胡 坎 定律 的 。 
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Pma Fy T 2 {Í} 
TE LAY Oe AAR SB a A OA a 
l 
T mra = 本 (aa ~ a5) 


式 中 ,a, Mo, PAM IAR RA ADEM. FARE AT Oy 
写 为 


或 
a, 7-3, > 6, {g} 
HERE o 除 以 安全 因数 即 得 材料 的 许 用 拉 应 力 [o], 故 按 第 三 温度 理论 
所 建立 的 强度 条 件 为 
o= a S le (7 — 19) 
Wikiak, E ERA OT Oe te AY ht EE ee tee 
HURT BET R E IRR BA, (RR APEX -A EEO ,不 可 能 道 
To Ea ho fit Ro 4G 2) BO AR OT RRA r Auk. TRAA KS 
值 压缩 的 应 力 状态 下 ,以 式 (7 -19) 作 为 强度 条 件 时 ,该 式 右 边 的 {oc1 就 不 能 理 
解 为 材料 在 单 轴 拉 伸 时 的 许 用 拉 应 力 。 
形状 改变 能 帘 度 理论 ”形状 改变 能 密度 理论 通常 也 称 为 第 四 强度 理论 。 这 
一 理论 的 假说 是 :形状 改变 能 密度 w。 是 引起 材料 届 服 的 因素 ,也 就 是 认为 不 论 
在 什么 样 的 应 力 状 态 下 ,只 要 构件 内 一 点 狂 的 形状 改变 能 密度 w 达到 了 材料 
的 极限 值 ws ,该 点 处 的 材料 就 会 发 生 电 性 屈服 。 对 于 像 低 磷 钢 一 类 的 邮 性 材 
料 ,因为 在 拉 伸 试验 时 当 正 应 力 达 到 o, 时 就 出 现 明 显 的 屈服 现象 , 故 可 通过 拉 
伸 试 验 来 确定 材料 的 v,, 值 。 为 此 ,可 利用 式 (7 -- 16), 


Ua = tC, -og) + (6, — 0; + (a, — gy):] 


将 oo, =c.,a:=cl=0 代 人 上 式 , 从 而 求 得 材料 的 极限 值 vw 为 @ 


Cas 一 6E x 2a. (h) 
所 以 ,按照 这 一 强度 理论 的 观点 ,屈服 判 据 v,- :du 加 改写 为 


{1+ 4) 


(1 ++) ， 
on Léa, ~ a;} + (a, -aY tloa) _ tt x 20? 


ee 


T AFPA- 16) 7 H py fe eae at AL T HE A POR AE S7 o RUA E RETA i FB E A D E 
KEH RE AY EE TRUA AA ee E AR 而 良性 变形 汪 不 太太 时 ,用 误差 可 上 略 去 不 计 。 
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ed 
re 
一 


并 简化 为 
1 1 + 2 F r 
a alla — g) + (a, — oy) + Ca, —a,} ] 一 ag, C1) 


EREA o, 除 以 实 全 因数 得 到 材料 的 许 用 拉 应 力 [o], 于 是 , 按 第 四 强度 
理论 所 建立 的 强度 条 件 为 


To ey ote viet] (7-20 


式 中 ,el,az Mo, 是 构件 危险 点 处 的 三 个 主 应 力 。 

同 理 , 式 (7 -20) 右 边 采 用 材料 在 单 轴 拉 伸 时 揭 许 用 接应 力 , 因 而 ,只 对 于 在 
单质 控 伸 时 发 生 届 服 的 材料 才 适 用 。 

试验 表明 ,在 平面 应 为 状态 下 ,一 般 地 说 ,形状 改变 能 密度 理论 较 最 大 切 应 
力 理论 更 符合 试验 结果 。 由 于 最 大 切 应 力 理论 是 偏 于 安全 的 , 生 使 用 较为 简便 ， 
故 在 工程 实践 中 应 用 较为 广泛 。 

MACO ~ 17 一 (7 一 20) 的 形式 来 看 ,按照 四 个 强度 理论 所 建立 的 强度 条 件 
可 统一 写作 

rs le] (7 - 21) 
式 中 ,a, 是 根据 不 同 强度 理论 所 得 到 的 构件 危险 点 处 三 个 主 应 力 的 某 些 组 合 。 
MAT - 21) HBA LRA ,这 种 主 应 力 的 组 合 a, 和 单 轴 拉 什 时 的 拉 应 力 在 安 
全 程度 上 是 相当 的 ,因此 ,通常 称 o, 为 柜 当 应 力 。 根 据 式 (7-17)-(7- 20) ,可 
以 将 四 个 强度 理论 的 相当 应 力 表达 式 归 纳 列 于 表 7 -1。 
E771 四 个 强度 理论 的 相当 应 力 衷 达 式 


强度 理论 的 分 类 及 避 称 相当 应 力 表 达 式 
. 第 -一 强度 理论 一 一 | 
第 -- 类 强度 理论 最 大 控 应 力 理 论 Fl | 
第 二 强度 理论 一 一 
CAB EER Be Gt BKM KERRY #2 = 0, virta) 
_ , 第 三 强度 理论 一 
第 二 类 强度 理论 最 大 切 应 力 理论 HH oa 
1 
, a= [oa) iea) + 
第 四 强度 理论 一 一 1° 2 ; 2% 
Watt Hj 
t 居 服 的 理论 ) 形状 改变 能 窗 度 理论 (og)2] Me 
4 1 


应 该 指出 , 按 某 一 强度 理论 的 相当 应 力 ,对 于 和 危险 点 处 于 复杂 应 力 状态 的 构 
件 进行 强度 校 核 时 ,一 方面 要 保证 所 用 强度 理 沦 与 在 这 种 应 力 状 态 下 发 生 的 破 
坏 形 式 相对 应 , 另 一 方面 变 求 用 以 确定 许 用 应 力 [o1 的 ,也 必须 是 相应 于 该 破坏 
形式 的 极限 应 力 。 
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7-7 莫 尔 强度 理论 及 其 相当 应 力 


莫 尔 强度 理论 并 不 简单 地 假设 材料 的 酸 坏 是 由 某 一 个 因素 (例如 应 力 应变 
或 能 密度 ) 达 到 了 其 极限 值 调 引 起 的 ,而 是 以 各 种 应 力 状 态 下 材料 的 破坏 试验 结 
果 为 依据 ,建立 起 来 的 带 有 一 定 经 验 性 的 强度 理论 ， 

在 $7-3 中 和 兽 经 指出 ,一 点 处 的 应 力 状 态 可 用 二 个 应 力图 来 表示 ,这 二 个 
应 力 圆 上 冰点 的 坐标 (er) 分 别 代表 和 与 某 一 个 主 平 面 垂直 的 一 组 斜 戴 面 上 的 
MA RAR HELM MAW TARE PSMA Z MAB RRA 7-8) A 
应 点 的 坐标 4a,zr) 来 表示 。 而 代表 一 点 处 应 力 状 态 中 最 大 正 应 力 和 最 大 切 应 
为 的 点 均 在 外 图 上 ,因此 ,英和 尔 假设 单 由 外 圆 就 足以 决定 极限 应 力 状 态 , 即 开 
怒 届 服 或 发 生 脆 断 时 的 应 力 状 态 , 而 不 必 考 虑 中 间 主 应 力 om 对 材料 强度 的 影 
Ni a 

按 材 料 在 破坏 时 的 主 应 力 o,,0, 所 作 的 应 力图 ,就 代表 在 极限 应 力 状态 下 
的 应 力图 , 称 为 极限 应 力 轩 。 英 尔 认为 ,根据 试验 所 得 到 的 在 各 种 应 力 状 态 下 的 
极限 应 力 贺 上 有 一 条 公共 也 络 线 ,一 般 地 说 , 包 络 线 ABC 是 条 曲线 ,如 图 7- 13 
所 示 。 从 理论 上 讲 ,需求 得 其 公共 包 络 线 , 以 确定 各 种 应 力 状 态 下 的 极限 应 力 
图 。 从 工程 应 用 的 角度 来 看 ,可 以 用 单 轴 拉 促 利 单 办 压缩 两 种 应 力 状态 下 试验 
所 得 的 两 个 极限 应 力 加 为 依据 ,以 两 贺 的 公 切 线 作 为 近似 的 公共 包 络 线 , 如 图 
7 一 14。 


图 了 7-13 图 7 一 14 


为 了 进行 强度 计算 ,还 应 该 引进 适当 的 安全 因数 。 于 是 ,可 用 材料 在 单 轴 拉 
伸 和 压缩 时 的 许 用 拉 应 力 [sz, ] 和 许 用 压 应力 [o,] 分 别 作 出 单 轴 拉 伸 和 单 轴 压 缩 
时 的 许 用 应 力 因 ,并 作 两 器 的 公 切线 {图 7- 15)。 然 后 .以 这 条 公 切 线 来 求 得 复 
淋 应 力 状态 下 的 强度 条 件 。 
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图 ?7-15 


TER 7-15 中 以 s, ,cs 所作 的 应 力 贺 代表 所 研究 的 复杂 应 力 状态 下 的 许 

用 应 力 圆 , 旭 o 和 cs 值 与 材料 的 [ a,j 和 [ao.] 间 的 美 系 就 可 通过 图 中 的 几何 关 
系 确 定 。 由 两 个 相似 三 角形 入 OO,N AMAO O P 对 应 边 的 比例 关系 可 得 

ON : OP = 0,0, : 0,0, (a) 

其 中 


(b) 


0,0, = 0,0+0,0 = Fle] + Sloe] 


ES EU Leo [ARM io, 车 为 压 应 力 仍 应 用 负 值 。 将 式 (b}) 中 
的 四 个 关系 代入 式 {a) ,经 化 简 后 即 得 

a = poses = Le (0 
上 式 中 的 o, Ao, 是 所 研究 的 复杂 应 力 状态 下 的 许 用 应 力 值 ,车 将 其 改 为 实际 
构件 中 危险 点 处 的 工作 应 力 值 , 则 相应 的 强度 条 件 为 


a- Zia < la (7 — 22) 


由 上 式 可 知 , 按 莫 尔 强度 理论 所 得 的 相当 应 力 表 达 式 为 


Le. 
Gay = GF, ren (7 — 23) 


24 RHE Ban fie A gE A es i SY, Ee RRA Ca, -aas 
MHARE- ET A, BR a EE i OY AER = 
BE BUTE BY Ac RE SE PS} TE Bn ar A ah Ps Ae Bg ER EAS SF A BR 

对 于 像 铸 铁 一 类 脆性 材料 ,其 许 用 拉 、 卡 应 力 显 然 不 等 ,因此 , 莫 尔 强度 理论 
为 这 一 类 材料 在 复 沫 庶 力 状态 中 最 大 和 最 小 主 应 力 分 别 为 拉 应 力 和 压 应 力 的 情 
Guo? FoR BEAR AE. 应 该 指出 ,这 种 处 理 方法 并 不 严格 ,因为 铸铁 在 单 轴 拉 伸 和 
单 轴 斥 缩 时 发 生 脆 断 的 原因 并 不 相 网 。 但 是 ,作为 一 种 工程 上 的 实用 方法 ,还 是 
可 取 的 。 


$7-8 各 种 强度 理论 的 应 用 


前 面 介 绍 了 儿 种 工程 中 常用 的 强度 理论 ,所 有 强度 理论 的 提出 是 以 生产 实 
践 和 科学 试验 为 基础 的 ,而 每 -- 个 强 庆 理 论 r 
的 建立 都 带 经 爱 实 验 与 实践 的 检验 。 强 谋 
理论 着 眼 于 材料 的 破坏 规律 ,试验 表明 ,不 
则 材料 的 残 坏 因素 可 能 不 同 ,而 局 一 种 材料 Sasa, 
在 示 同 的 应力 状态 下 也 可 能 具有 水 后 的 破 
WAR. Pir, FSR BE AE PR A Be a 
试 样 (图 了 - 16a), TE BG TY thtt A <p 
2 70 BA RISATE IE , A A A 
发 生 脑 性 断裂 (图 7 - 16b), Xin, Re 
大 理 石 试 样 在 轴 向 压缩 的 同时 ,在 图 柱 体 表 (a) 
HRZ FS) A972 EH, AOR EE E JE 
小 于 轴 向 压力 , 则 大 理 石 试 样 也 会 发 生 明 显 H 7~ 16 
HAERE, We Be ERI CP 7-17) 

模 据 试验 资料 ,可 把 各 种 强度 理论 的 适用 范围 归纳 如 下 ， 

(1) 本 音 所 述 强 度 理论 均 仅 适用 于 澡 温 、 静 荷载 条 件 下 的 义 质 .连续 .各 向 
站 性 的 材料 。 对 于 在 高 温 .冲击 荷载 下 或 者 材料 带 有 初始 歼 纹 时 的 材料 强度 ,可 
参阅 ¢$ 材 料 力学 {11)》 的 第 七 章 。 

{2) 不 论 是 脆性 或 塑性 材料 ,在 三 轴 拉 伸 应 力 状 态 干 ,都 会 发 生 脆 性 断裂 ， 
BRARAD APC (ELAR A PRB TE ATS, EM Sh By eh ph ae eek et 
FY REIH SL AS Be E EA A BB He ,所 以 ,对 于 用 这 类 材料 制 成 的 构件 在 按 最 大 
拉 应 力 理 论 进行 强度 校 核 时 , 式 (7- 17) 右 边 的 [z] 就 不 能 取 在 音 输 拉 伟 时 的 许 


(b) 
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FARIA A. A ET AE o 除 以 安全 因数 。 


fA 7-17 


(D 对 于 脆性 材料 ,在 二 轴 拉 伸 应 力 状 态 下 应 采用 最 大 拉 应 力 理论 。 在 复 
杂 应 力 状 态 的 最 大 和 最 小 主 应 力 分 别 为 拉 应 力 和 压 应 力 的 情况 下 ,由 于 材料 的 
许 用 拉 、 压 应 力 不 等 , 宜 采 用 莫 饼 强度 理论 。 

(4) 对 于 像 低 碳 钢 一 类 的 邮 性 材料 , 除 二 轴 拉 伸 应 力 状 态 外 ,各 种 复杂 应 力 
状态 下 都 会 发 生 届 有 最 现象 。 一 般 以 采用 形状 改变 能 密 庶 理论 为 宜 , 但 最 大 切 应 
力 理论 的 物理 袜 念 较为 直观 .计算 较为 简捷 ,而 且 其 计算 结果 偏 于 安全 ,因而 党 
采用 最 大 切 应 力 理论 。 

(5) 在 三 轴 压 缩 应 力 状 态 下 ,不 论 是 塑性 材料 还 是 脐 性 材料 ,通常 都 发 生 届 
服 失 效 , 故 一 般 应 有 来 用 形状 改变 能 密度 理论 。 但 因 脆 性 材料 不 可 能 由 单 轴 拉 全 
试验 结果 得 到 材料 发 生 届 服 的 极限 应 为 ,所 以 , 许 用 应 为 Laj 也 不 能 用 脆性 材料 
在 单 铀 拉 伸 时 的 计 用 拉 应 力 值 。 

上 述 的 一 些 观 点 ,目前 在 一 般 的 工程 设计 规范 中 都 有 所 反 上 映 。 例 如 ,对 钢 梁 
的 强度 计算 一 般 均 采用 第 四 强度 理论 ,又 如 对 承受 内 压 作 用 的 钢管 进行 计算 时 , 
多 采用 第 二 强度 理论 。 应 该 指出 ,强度 理论 的 选用 并 不 单纯 是 个 力学 问题 ,而 与 
有 关 工 程 技术 部 门 长 期 积累 的 经 验 ,以 及 根据 这 些 经 验 制 订 的 一 整套 计算 方法 
和 规定 的 许 用 应 力 数 值 有 关 。 所 以 在 不 同 的 工程 技术 部 门 中 ,对 于 强度 理论 的 
选用 ,在 看 落 上 并 不 完全 一 致 。 

根据 强度 理论 ,可 从 材料 在 单 轴 拉 伸 时 的 许 玫 拉 应 力 [c] 来 推 章 材料 在 纯 
剪 切 应 力 状 态 下 的 许 用 场 应 力 。 在 纯 前 切 应 力 状态 下 ,一 点 处 的 三 个 主 应 力 分 
MA er = ral =,- ro 对 于 低 碳 钢 一 类 的 塑性 材料 ,由 试验 结果 可 知 ,在 
纯 诅 切 和 单 轴 拉 伸 两 种 应 力 状态 下 ,材料 均 发 生 届 服 破 坏 , 所 以 ,车 按 形 状 改变 
能 密度 理论 来 建立 强度 条 件 , 则 从 式 (7- 20)? 可 得 


TOET, A E a (eee) E ee te) 


或 
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-< iH a] (a) 


V3 
式 中 ,[c] 为 材料 在 单 轴 拉 佛 时 的 许 用 拉 应 力 。 将 起 (al) 与 在 纯 剪 切 诬 力 状 态 下 
的 强度 条 件 rz 过 [rj] 相 比较 , 即 得 这 类 树 料 在 纯 前 切 应 力 状态 下 的 许 用 切 应 力 
[zj 与 在 单 轴 拉 伟 时 的 许 用 拉 应 力 [zj 间 的 关系 为 
[r] = kd = 0.577[¢] (7 — 24) 
AE WAW RIT, BS Re Re a RRB MIs HRMS 
许 用 切 应 力 的 。 测 在 有 的 设计 规范 中 ,规定 [r]=0.5[c], 显 然 , 这 是 以 最 大 切 
应 力 理论 为 依据 的 。 同 理 , 应 用 最 大 伸 长 线 应 变 理论 或 最 大 拉 应 力 理论 ,可 导出 
铸铁 一 类 的 脆性 材料 的 许 用 切 应 力 [z] 与 许 用 拉 应 力 [s] 间 的 关系 为 [r] = (0.8 
一 1.0)[zj ,建议 读者 自行 验算 。 
例题 7-7 两 端 简 支 的 工 字 钢 梁 承受 荷载 如 图 a 所 示 。 已 知 材料 Q235 4 
的 许 用 应 力 为 [sj] = 170 MPa 和 fr] = 100 MPa。 试 按 强 度 条 件 选 择 工 字 钢 的 号 码 。 


Fm | 


200 KN 


“Ia 


avi 


A 7-7 图 


解 ， 首先 确定 钢 梁 的 危险 截面 ,在 算得 支 反 力 后 , 作 梁 的 前 力图 和 森 矩 图 如 
图 b,c Aras. APSA RY C,D ARGS BAM AWARKA PRB 
TREBER RH, BRAC 计算 ABA Maye 4H 
Fse = Fem = 200 KN 
和 
Me = Mm = 84kNem 
FRENN REA EFR BKEMIEEERHC HE FHRS 
点 处 ,其 应 力 状 态 为 单 轴 应 力 状 态 ,由 强度 条 件 oma 全 [gj] 求 出 所 需 的 截面 系数 
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w = Mow < 84% 10° Nom L 494 x 107° mm 
Ea | 170 x 10° Pa 


如 选用 28a 号 工 宁 钢 , 则 其 截面 的 Wo 508cm’, BRK —-RREEN 
力 强度 条 件 的 要 求 ， 

PE OTR RT RK, MT 28a 号 工 字 钢 的 截面 ,由 型 钢 规 格 表 
查 得 


1 =71l4cm = 7314 10% m 
<= 24.62 cm = 24.62 x 10° m 
pd 
d = 8.5mm = 0.85 x 107 n 
危险 截面 上 的 最 大切 应 力 发 生 在 中 性 轴 处 ， a Senay ARE ,其 最 大切 应 力 
为 
Fs ax 200 x 10° N 


"TT g (2462x109 m)x(0.85x10 7 m) 
5 
=95.5 x 10° Pa=95.5 MPa< [rz] 
由 此 可 见 ,选用 28a 5 FAN A dA EAR A, 
以 上 考虑 了 人 危险 截面 上 的 最 大 正 应 为 和 最 大 切 应 力 。 但 是 ,对 于 工 字 形 截 
面 ,在 腹 板 与 潍 缘 交 愉 处 , 正 应 力 和 切 应 力 都 相当 大 , 且 为 平面 应 力 状态 。 因 此 ， 
须 对 这 些 点 进行 强度 校 核 。 为 此 ,截取 腹 板 与 下 辟 缘 交界 的 a 点 处 的 单元 体 
(He). RE 28a 号 工 字 钢 截 面 简 化 后 的 尺寸 (图 dj) 和 上 面 查 得 的 T, 求 得 横 截 
面 上 a SAREN a MMA r 分 别 为 
M may _ (84X 10° Nem) x (0.126 3m) 
I 7114xX10 7 ms 
= 149.1 10° Pa= 149.1 MPa 
Fsm 3 (200 X 10° N) x (223 x 107 ~m’) 
Id (7114x1075 m’) x (8.5x 10° m) 
= 73.8% 10° Pa= 73.8 MPa 
第 二 式 中 的 S FA BY PF RR RT ee ,其 值 为 
ST mm) 
2 


他 一 


T — 


S =(122 mm 13.7 mm) x | 126.3 mm - 


= 223 000 mm’ = 223 x 107% m? 
ER e 所 示 的 应 力 状 态 下 ,该 点 的 三 个 主 应 力 为 
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L (1) 


bo] a 
| 
at 
ro 
St 
L 
-i 


Fa = x 


出 于 材料 是 Q235 W, ROE Re E RE È E e OE BR i) a FOP. 
以 上 述 主 应 力 代 大 式 (7 一 20) 后 ,得 强度 条 件 为 
vo +3r <[e] (2) 
4 iba 点 处 的 cz HRA EA, 
= /(149.1 Pa)? +3 x (73.8 Pa)’ =196.4% 10° Pa= 196.4 MPa 

aL oI KT 15.5% ,所 以 应 另 选 较 大 的 工 字 钢 . 车 选用 28b 号 工 字 钢 , 再 按 上 
述 方法 ,算得 a 点 处 的 c, = 173.2 MPa, 较 [gj 大 1.88%, 故 选用 28b 号 工 字 钢 。 

若 按照 最 大 切 应 力 理论 { 第 三 强度 理论 ) 对 a 点 进行 强度 校 核 , 则 可 将 上 述 
三 个 主 应 力 的 表达 式 (1) 代 入 式 (7 -19), 吓 得 强度 条 件 为 

yo tAr gle] (3) 

然后 将 上 述 a 点 处 的 c,r IRAE RUE E. 

点 该 指出 ,例题 了 -7 中 对 于 点 a MERE ARS HR Lea 
ROY CBN fit = S$ BA UB, KL PHAR REM TS 
TRK, SPA RHR ARM UR, HEAR 
PORSRAR AR ABM. AS RRA Ay A 1:6 的 斜 度 , 从 而 增加 了 
交界 处 的 截面 宽度 ,这 就 保证 了 在 截面 上 PR AE A OE MET 
力 都 不 超过 许 用 应 力 的 情况 下 , 腹 板 与 翼 缘 交 民 处 的 各 点 一 般 不 会 发 生 强 度 不 
够 的 问题 。 但 是 ,对 于 自行 设计 的 由 三 块 钢板 煤 接 而 成 的 组 合 工 字 梁 (又 称 钢板 
梁 ) ,就 要 按 例 题 中 的 方法 对 腹 板 与 翼 缘 交界 处 的 邻近 各 点 进行 强度 校 核 ， 

例题 7-8 一 冀 汽 锅炉 汽 包 承 受 最 大 慈 汽 压 力 。 汽 包 圆 简 部 分 的 内 直 
A D, FRA 6,8 &<D( Ba). eS Oe 名 写 出 汽 包 壁 的 相当 应 力 
REA, 

fe: 由 例题 7- | 已 知 , 贺 柱 形 压力 容器 在 贺 简 上 任 一 点 处 于 平面 应 力 状态 
(图 b)。 其 值 分 别 为 


ozo = 人 一 他 (=P g,=a0 =0 
将 ao, Ro, 代入 表 7-~1 PROM RCH HSE ERER, A AB YS 


WE AG ona H 


a =/ 400, - a)" + (oa) + (6,7 ol 六 ] 
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alli) (8) (8) ] 


_V3pD 

4g 

oy 
| 总 
(a) 
例题 7 了 -8 图 
思 考 题 
7-1 三 个 单元 体 各 面 上 的 应 力 分 量 如 周 所 示 .。 试 问 是 否 均 处 于 平面 应 力 状态 ? 
co or 
og io 
rao t= (30 


ia} (c) 


思考 大 7 了 一 1 图 


7-2 试 癌 在 何 种 情况 下 ,平面 应 力 状 态 下 的 应 力 贺 符合 以 下 特征 ; (1) 一 个 点 较 ; (2) 
WG GLA (3) 与 + 轴 相 切 ? 

7~3 BRAG PF WY RAS FA, Mo = OO HMR LEIN oy = 10 
MPa, ty = 8.66 MPa, RAM ABRKA TAM EM ABA HL. 

7-4 受 均 杀 的 径 向 压力 p 作用 的 圆 盘 如 图 所 示 。 试 证 明 盘 肉 任 一 点 均 处 于 二 向 等 值 
的 压缩 应力 状态 。 

7-5 图 a 所 示 应 力 状态 于 的 单元 体 , 材 料 为 各 向 同性 ,弹性 常数 为 下 = 200 GPa, p = 
0.3, DARE e, = 到 .4x 10 f, e =40.8X10 ° RAB SA e = —v(e, +e,)= -16.56 
x10 °? 为 什么 ? 

7-6 从 某 压力 容器 表面 上 一 点 处 取出 的 单元 体 如 图 所 示 。 已 各 ol 二 20; ,试问 是 否 存 
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在 e, 一 2e, 这 样 的 关系 ? 


思考 题 ?7-+ 图 


(a) {b) 
BeBM7-5 A 


a, i ra 
ù 
To 


{a) (b) (e) 


7-6 图 思考 题 了 7- 了 7 图 


7-7 HARR THAR Turk ERRERA as WARR., 已 知 材料 的 
弹性 常数 分 别 为 =200 GPa,v -0.3， 者 三 衬 方 块 都 在 线 阐 性 范围 内 ,试问 哪 一 立方 块 的 体 
应 变 最 大 ? 

7-8 图 示 单元 体 各 面 上 只 有 切 说 力 , 且 和 云 个 坐标 轴 分 别 平行 的 各 切 应 力 数值 均等 于 
ro 已 知 r=20 MPa, E = 200 GPa,» =0.3, 试 求 其 应 变 能 密度 。 

7-9 TR HE KA sR SABLA FALSE E R K E 5 E ATEA > LB 
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相 刀 和 作用 力 应 读 相 等 ,试问 为 什么 不 是 冰 被 压 酚 而 是 水 管 被 冻 裂 ? 

7-10 HAKARETE RAPA REA SARR UM? 车 因此 而 发 生 破 膝 ， 
ink Te] ae 2B det MY BE FP tap A et MOP RPA? 为 什么 ? 

7-11 试 分 析 单 轴 压 缩 的 混凝土 圆柱 (图 a) 与 在 钢管 内 治 注 混凝土 并 凝固 后 ,在 其 上 
端 施加 均匀 压力 的 温 瞪 土 圈 柱 (图 b), 哪 种 情况 下 的 强度 大 ? 为 什么 ? 


思考 题 7 一 8 图 思考 题 ?7-11 图 


7-12 材料 为 Q235 W, ARR ROY o, = 235 MPa 的 构件 内 有 图 示 $ 种 应 力 状态 (应 力 
ENA MPa)。 试 根据 第 三 强度 理论 分 别 求 出 它们 的 安全 因数 ， 


50 100 50 
100 100 00 100 
-上 口 . 
{a} (b) {c} (出 (e) 


思考 题 了 7- 12 M 


7-13 某 塑 性 材料 ,其 轴 服 极限 为 o, = 300 MPa, 用 其 制 成 的 构件 中 有 图 a 和 图 bb 所 示 
的 两 种 应 力 状态 。 试 按 第 四 强度 理论 分 析 比 较 两 者 的 危险 程度 (o Sr 的 数值 相等 }。 


思考 题 了 -13 图 
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Oo l$l 
ee 


习 @ 
7-1 试 从 图 示 各 构件 中 A SAB 点 处 取出 单元 体 ,并 表明 单元 体 各 面 上 的 应 力 。 


M,=8kN-m M,=12KN-m M,=4kN.m 


At 
, ki i 


习题 7- 1 图 


7-2 -iA RS RRA Horn 5 mm 的 定形 ,在 与 轴线 成 w as RHEL 
应 力 r= 150 MPa BE ER AR. BORSA OF Rei. 

7-3 一 拉 杜 由 两 段 杆 说 jx - n DRAM. m 
ATS Pa o ARTO- 60" 范 围 内 。 作 a r 
A BEHA”, HR Aa PE PT TE EH 
正 应 为 和 切 应 为 分 别 与 相应 的 许 用 应 力 比 较 。 现 设 

胶合 急 的 许 用 切 应 力 [ r] 为 许 用 拉 应 方 [zc] 的 3f4, 且 司 是 ?3 是 

这 一 拉丁 的 强度 由 胶合 多 的 强度 控制 .为 了 司 杆 能 
ARAM CRM 下, 试问 s ARR SK? 

7-4 SEBPRA RASA ASS) =0.5[0],mM[r]=7 MPa, [2]= 14 MPa, Mi 
a 值 应 取 多 大 ?车 丁 的 横 和 截面 面积 为 1000 mm , 试 确定 其 最 大 许可 荷载 下 ， 

7-5 RTA oD EAR, BK BORE BR mn - ”上 正 应 力 及 切 
应 力 的 计算 公式 。 设 截面 m-n 的 法 线 与 x 轴 成 a 负 如 图 所 示 ( 作 图 时 可 设 |o, | > lo, 1), 

7-6 基建 筑 物 地 基 中 的 一 单元 体 如 图 所 示 ,o, = -0.2 MPa( EMH), ¢, = -0.05 
MPa( 压 应 力 }。 试 用 应 力图 求法 线 与 > MRM OO RAARAFA RMA ENED 
力 及 期 应力, 并 利用 习题 7-5 中 得 到 的 公式 进行 核对 。 

7-7 试用 应 力 圆 的 几何 关系 求 图 示 曙 辟 梁 四 离 自 由 端 为 0.72 m 的 截面 上 ,在 顶 面 以 

下 40mm 的 一 点 钼 的 最 大 及 最 小 主 应 力 , 并 求 最 大 主 应 力 与 x MSM. 
7-8 各 单元 体面 上 的 应 力 如 图 所 示 。 试 利用 应 力 圆 的 几何 关系 求 : 
(1) 指定 截面 上 的 应 力 : 


(2) 主 应 力 的 数值 ; 
(3) 在 单元 体 上 综 出 主 平面 的 位 置 及 主 应 为 的 方向 ， 


20 MPa 


120 MPa (ope : 50 MPa DN sompa 
A faa, 


40 MPa 450 MPa 
(a) (b) {c} id} 
47-8 
7-9 SOLARA. MALAI IL PRR: 
(1) Em ART SA; 
(2) 在 单元 栖 上 给 出 主 平面 的 位 置 及 主 应力 的 方向 。 


"7-10 已 知 平面 证 力 状态 下 某 点 处 的 两 个 截面 上 的 应 力 如 图 所 示 。 斌 利用 应 力 贺 求 该 
点 处 的 主 应 力 慎 和 主 平面 方位 ,并 求 出 两 截面 间 的 夹 角 a 值 。 

7-1) 某 点 处 的 应 力 如 图 所 示 , 设 o,,r, Ro, 值 为 已 知 , 试 考虑 如 何 根据 已 知 数 据 直 
HF A 


7-12 ~HERRRMRY RS ARB a RE RH. BORA m- m 
上 bc 三 点 处 的 主 应 力 。 
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70 MPa 80 MPa 


70 MPa 80 MPa 


N 


* 
| PSs Pe, 


YM 7-12 图 


7713 在 一 块 钢板 上 先 画 上 直径 4 = 300 mm 的 圆 ,然后 在 板 上 加 上 应 力 ,如 图 所 示 。 
试问 所 画 的 图 将 变 成 何 种 图 形 ? 并 计算 其 尺寸 。 已 知 钢板 的 弹性 常数 E= 206 GPa v=0.28. 

7-14 已 知 一 受 力 构件 表面 上 某 点 处 的 a, = 80 MPa,o, = -160 MPa,o, =0, 单 元 体 三 
个 血 上 都 没有 切 应 力 。 试 求 该 点 处 的 最 大 正 应 力 和 最 大 切 应 力 . 


7-15 单元 体 各 面 上 的 庶 力 如 图 所 示 。 试用 应 力图 的 几何 美 系 求 主 应 力 及 最 大 切 应 
Ha 
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7-16 已 知 一 点 处 应 力 状态 的 应 力图 如 转 
所 示 。 戈 用 单元 体 示 出 该 点 处 的 应 力 状 态 ,并 在 
该 单元 体 上 给 出 应 力 回 上 A 点 所 代表 的 截面 - 

7-27 -厚度 为 6 mm HRRER +E 
直方 向 受 拉 , 拉 应 力 分 别 为 150 MPa 及 55 MPa. 
钢材 的 弹性 常数 为 巨 =210 GPa,» — 0.25, WÈ 
HEFE RRE. 

7-18 WEA 20mm WAR RR 
中 ,在 顶 面 上 受 力 -14kN 作用. 已 知 v=0.3， 
假设 钢 模 的 变形 以 及 立方 体 与 钢 模 之 间 的 府 扩 力 718 7 — 13 A 
DRE, 试 求 立 方 体 各 个 画 上 的 正 应 力 。 

7~19 在 矩形 截面 钢 拉 伸 试 样 的 轴 向 拉力 下 =20 kN 时 , 测 得 试 样 中 段 B 点 处 与 其 轴线 
成 "方向 的 线 应 变 为 ey =3.25x 10 ,已 知 和 材料 的 弹性 模 量 E = 210 GPa, RRR v 


习题 了 -15 图 


30 


SCAT 
ANN 
FY 


习题 7 一 16 图 
| BA | FF ot 7, 
‘ee ay 
L.e 

JE 7-19% 


7-20 D=120 mm,d = 80 mm E23 t M Fa ay — wa E M.. 0 BAT aR, 
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在 轴 的 中 部 表面 A 点 处 , 测 得 与 其 母线 成 45" 方 向 的 线 应 变 为 tire =2.6*10'. BRR 
弹性 常数 E = 200 GPa, = 0.3, RRA AAS M.. 


习题 7 一 20 图 


7-21 ERR ARE M, CAPRA RRS MEER Fe 点 处 摧 45" 方 向 
NAW SA as: 已 知 材料 的 弹性 常数 Foy 和 粱 的 横 截面 及 长 度 尺 寸 5,h,ayd,r。 试 求 集 
HAE M,- 


如 题 了- 21 图 
7722 一 直径 为 25 mm 的 实心 钢 球 承受 静水 压力 ,压强 为 14 MPa, SRA FE =210 
GPa,v=0.3, WARRAB pEr? 


7-3 七 知 图 示 单 元 体 材 料 的 弹性 常数 下 =200 GPa, =0.3。 斌 求 该 单元 体 的 形状 改 
TERE. 


7-24 DORR RED SOR MER SMEHA. Bw 
Pee AS ROTA E v=0.25, FAR H Lo] = 30 MPa, 许 用 压 应 力 [0.] = 90 MPa, ik 
一 和 第 二 强度 理论 校 核 其 强度 。 


40 MPa 


15 MPa 


15 MPa 
习题 了 -23 8 习题 7- 24 图 
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7-25 一 简 支 钢板 梁 承 受 荷 载 如 图 # 所 示 , 其 截面 尺寸 见 图 hb。 已 知 钢材 的 许 用 应 力 
Wil o}=170 MbEa,[rj=100 MPa, 试 校 辕 梁 内 欧 最 大 正 应 力 和 最 大 切 应 力 ,并 按 第 四 强度 理 
tRKER RA LAW a 点 的 强度 。 

注 :通常 在 计算 a SON Aridi. AA RITA. 


550 KN,» kN/m 550 kN 


ai z i ao 
] m tm [tm 


(a) 
-J8 7-25 图 


7-26 CARAS A A BA aE IE Fy o = - 650 MPa,c, = - 700 MPa, s; = 
~ 900 MP 37-7). SLASHED Oo Ho] - 250 MPa, 试 按 第 三 强度 理论 和 第 四 强度 
SH ie BR A AE 

7-27 SARAKAMAE , AR HER— A ACE aah FRAO b RK, 
8 RQ AA AM FR SETS e = 1.88 10 t,e, = 7.37 x10 4. Bm AD 


弹性 模 量 EF = 210 GPa , 泊 松 比 ，-0.3, 许 用 点 力 [z] = 170 MPa. 试 按 第 三 强度 理论 校 核 A 
点 的 强度 . 


习题 7- 27 图 


728 发 有 单元 体 如 图 所 示 ,已 知 材料 的 许 用 拉 应 力 为 [e, ] = 60 MPa FAE HH 
[o.]= 180 MPas。 试 按 莫 尔 强 度 理 论 校 核 其 强度 。 

7-29 图 孙 两 映 封 闭 的 铸铁 薄 辟 加 简 , 其 内 径 D = 100 mm, BR $= 10mm, RSA 
A p “5 MPa, BE By Sh? MER) F- 100 kN 作用 。 tS BY HF A iz fH [o] = 40 MPa, 
放松 比 *“=0.25。 试 按 第 二 蝇 度 理论 校 核 其 强度 。 

7-30 住 题 7-29 | RR REO Ut TER 材料 的 拉 伸 及 压缩 许 用 应 力 分 
别 为 [ce,1= 40 MPa 以 及 [a 1- 160 MPa. 


7-3 用 Q235 钢 制 成 的 实心 加 截面 村 , 受 轴 向 拉力 FRM HE M, 共同 作用 , 且 
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M, = Fide SMEAR RAs SAAT A Be, = 14.33 x10 °. BRIA 


1-10 mm, NAARS F200 GPe.v=0.3. 3 ok HE 下 和 AM 着 其 许 用 应 力 [z] = 
160 MPa, SUPE SS DG oh BF BE ie BE PY oe EL 


是 内 


引 


F 


习题 7 一 29 图 


Prag ry 


E 


“dh 7-31 图 


“7-32 Af D=60 mm. 8 5 -= 1.5 nm. PS Ao Et H as) AE EE Te , FS A A HAE 
联合 作用 的 试验 。 要 求 内 压力 引 超 的 最 大 正 应 力 值 等 于 扭转 力 偶 矩 所 引起 的 横 截 面 切 应力 
12027. HARA p=10 MPa tt MS NH RS , 试 求 简 壁 中 的 最 大 切 应 力 及 
形状 改变 能 密度 。 已 知 材料 的 E= 210 GPs, = 0.3. 


AAA 


第 八 章 ”组 合 变形 及 连接 部 分 的 计算 


S8-1 概 述 


在 工程 实际 中 ,构件 在 向 载 作 用 下 往往 发 生 两 种 或 两 种 以 上 的 基本 变形 。 
著 其 中 有 一 种 变形 是 主要 的 ,其 余 变形 所 引起 的 应 力 (或 变形 ) 很 小 , 则 构件 可 按 
主要 的 基本 变形 进行 计算 。 苦 几 种 变形 所 对 应 的 应 力 ! 或 变形 ) 属 于 同一 数量 
缓 , 则 村 件 的 变形 称 为 组 合 变 形 。 例 如 , 炯 秽 (图 8- la) 除 自重 引起 的 轴 向 压缩 
外 ,还 有 水 平 风 力 引起 的 弯曲 ;机 械 中 的 齿轮 传动 轴 ( 图 8- lb) 在 外 力作 用 下 ， 
将 澡 时 发 生 扭 转变 形 及 在 水 平平 面 和 稚 直 平面 内 的 弯曲 变形 ;厂房 中 吊车 立柱 
除 受 轴 向 压力 F 外 ,还 受到 偏心 压力 F, 的 作用 (图 8~ 1c) ,立柱 将 同时 发 生 轴 
[ea] Fe Se A SF bh EH, 


(a) 


Hy 8-1 


对 于 组 合 变形 下 的 构件 ,在线 弹性 范围 内 、 小 变形 条 件 下 ,可 按 构件 的 原始 
形状 和 尺寸 进行 计算 。 因 而 ,可 先 将 荷载 简化 为 符合 基本 变形 外 力作 用 条 件 的 
外 力 系 ,分 别 计算 构件 在 每 一 种 基本 变形 下 的 内 力 、 应 力 或 变形 。 然 后 ,利明 秋 
加 原理 ,综合 考虑 各 基本 变形 的 组 合 情 况 ,以 确定 构件 的 危险 截面 .危险 点 的 位 
置 及 危险 点 的 应 力 状态 ,并 据 此 进行 强度 计算 ， 

若 构 件 的 组 合 变形 超出 了 线 弹 性 范围 ,或 虽 在 线 弹 性 范 十 内 但 变形 较 大 , 则 
不 能 按 其 初始 形状 或 尺寸 进行 计算 ,必须 考虑 各 基本 变形 之 站 的 相 瑟 影响 ,而 不 
能 应 用 登 加 原理 。 对 于 这 类 问题 ,将 在 《材料 力学 (ID)y 的 第 四 章 中 作 简 要 的 
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—  —— . -m 


介绍 。 

Fa Sh, FET FBS Bas PE ie OEE A EE PRO a fy Oh BS e 
钙 《 或 高 强度 螺栓 ) 连 接 ( 图 8-2a)、 PL ERP OY B'S HA Fe Pl A BE HE (FA 8 - 2b), 
VAR ASE TAP RI TE A E eC S- 20) SH, PF] RH BSR EAM 
件 ,统称 为 连接 件 。 由 图 8- 2a 和 hb 中 锦 钉 和 键 的 受 妃 图 可 以 看 出 ,连接 件 ( 或 
物件 连接 处 ) 的 变形 往往 是 比较 复杂 的 ,而 其 本 身 的 尺寸 都 比较 小 。 在 工程 设计 
中 .通常 按照 连接 的 破坏 可 能 性 ,采用 既 能 反映 受 力 的 晤 本 特征 ,又 能 简化 计算 
的 假设 ,计算 其 名 义 应 力 ,然后 恨 据 直接 试验 的 结果 ,确定 其 相应 的 许 用 应 力 ,来 
进行 强 中 计算 。 这 种 简化 计算 的 方法 , 称 为 工程 实用 计算 法 。 


图 8~2 


本 章 先 讨论 在 工程 中 经 常 遇 到 的 几 种 组 合 变形 问题 ,最 后 讨论 连接 件 的 实 
用 计算 。 


$8-2 两 相互 垂直 平面 内 的 弯曲 


对 于 模 截 面具 有 对 称 轴 的 梁 , 当 横向 外 力 或 外 方 个 作用 在 梁 的 纵向 对 称 面 
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OO 


内 时 , 梁 发 生 对 称 弯 曲 。 这 时 , 梁 变 形 后 的 轴线 是 一 条 位 于 外 力 所 在 平面 内 的 平 
面 曲 线 , 因 而 也 称 为 平面 弯曲 。 在 工程 实际 中 ,有 了 时 会 碰 到 双 对 称 截面 梁 在 水 平 
和 垂直 两 纵向 对 称 平 面 内 同时 承受 横向 外 力作 用 的 情况 ,如 图 8- 3a 所 示 。 这 
REF, AFL 作用 下 ,分 别 在 水 平 纵 对 称 面 (Oxz 平面 ) 和 铅 垂 纵 对 称 面 
(Ory 平面 ) 内 发 生 对 称 窒 曲 。 在 梁 的 性 瑟 模 截面 n-m LAF, MP, 引起 
A SRR A 
M,= Fix 和 M, = Fifx-a) (a) 
ME m-am LAE A Civ, ce She FAE M, AM, 引起 的 正 应 
AaB A 


gs = oe 和 s =- My (b) 
FE, HME, E 下 , ,FF, 同时 作用 下 ,截面 m-m EC Saba 
p ~ M, M. 
g=@ +@ = oy (3-1) 


F, I, 
式 中 ,I 了 ,和 1 分 别 为 横 截 面 对 于 两 对 称 轴 y 和 < EE; M, 和 M. 分 别 是 截 
面 上 位 于 水 平和 铬 址 对 称 平面 内 的 弯 矩 , 且 其 力矩 矢量 分 别 与 y 轴 和 xz 轴 的 正 
mH 3K (FL 8 - 3b), LARA WARS RM, M, 和 坐标 y,x 
EAS ,以 其 绝对 值 代 入 GRRE F A OF, 分 别 作用 下 的 变形 情况 ,来 
判断 式 (8 一 1) 右 边 两 项 的 正 负 号 。 


图 8 一 3 


为 确定 横 截面 上 最 大 正 应 力 点 的 位 置 , 先 求 截面 上 的 中 性 轴 位 置 。 由 于 中 
性 轴 上 各 点 处 的 正 应 力 均 为 零 , 令 ye, 代表 中 性 轴 上 任 -- 点 的 坐标 , 则 由 式 
(8- 巧 可 得 中 性 轴 方 程 为 
M M 


— 


T, zy T 7, = 0 (8 一 2) 
由 上 式 可 见 ,中 性 轴 是 一 条 通过 横 截面 形 心 的 直线 。 其 与 y 轴 的 夹 角 8 为 
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z I, 
tan @ = — TERE 7; tan g (8 — 3} 
Yy x 2 2 


式 中 ,角度 p ERRHLARSEM= MIM 的 矢量 与 y 轴 间 的 夹 角 。 一 
AL FRA I AI A Pe SARS OM 所 在 的 平面 并 不 相互 
答 直 。 而 截面 的 挠 度 垂直 于 中 性 轴 , 所 以 挠 曲线 将 不 在 全 成 弯 矩 所 在 的 平面 内 。 
这 种 夺 曲 也 称 为 斜 咨 昌 。 对 于 圆 形 .正方形 等 1, = 1 的 截面 ,有 w= ,因而 , 正 
应 力也 可 用 合成 窟 逢 M 按 式 (4 - 5) 进行 计算 。 但 是 , 梁 各 横 截面 上 的 合成 杰 
E M 所 在 平面 的 方位 一 般 并 不 相同 ,所 以 ,虽然 每 一 截面 的 措 度 都 发 生 在 该 截 
面 的 合成 变 惩 所 在 平面 内 , 梁 的 乒 曲 线 -一 般 仍 是 一 条 空间 曲线 。 寺 是 , 梁 的 措 曲 
线 方程 仍 应 分 别 按 两 亚 直 平面 内 的 弯曲 来 计算 ,不 能 直接 用 全 成 这 矩 进行 计算 。 

在 确定 中 性 轴 的 位 置 后 , 作 平行 于 中 性 轴 的 两 直线 ,分 别 与 横 截 面 周边 相 切 
于 D,D, 两 点 (图 8- 4a) ,该 两 点 即 分 别 为 横 截 面 上 拉 应 力 和 鞍 应 力 为 最 大 的 
点 。 将 两 点 的 坐标 (vy,z) 代 入 式 (8 -1), 就 可 得 到 横 和 截面 上 的 最 大 拉 、 压 应 力 。 
对 于 工程 中 常用 的 年 形 . 工 字形 等 截面 梁 , 其 横 截 面 都 有 两 个 相互 阜 直 的 对 称 
办, 且 截 面 的 周边 具有 楼 角 (图 8 4b), 故 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 必 发 生 在 截面 
的 楼 角 处 。 于 是 ,可 根据 梁 的 变形 情况 , 直 搂 确定 截面 上 最 大 拉 、 压 应 力 点 的 位 
E ,而 无 需 定 出 其 中 性 轴 。 


y y 
{b) 


Hl 8 - 4 


在 确定 了 梁 的 危险 截面 和 危险 点 的 位 置 , 并 算出 危险 点 处 的 最 大 正 应 力 后 ， 
由 于 危险 点 处 是 单 轴 应 力 状 态 ,于 是 ,可 将 最 大 正 应 力 与 材料 的 许 用 正 应 力 相 比 
较 来 建立 强度 条 件 ,进行 强度 计算 。 至 于 横 截 面 上 的 切 应 力 , 对 于 一 般 实体 截面 
梁 , 因 其 数值 较 小 , 故 在 强度 计算 中 可 不 必 考 虑 。 


例题 8- 1 200 号 工 字 钢 悬臂 梁 承 受 均 布 荷载 g AR P= 经 ,如 图 a 


所 示 。 已 知 钢 的 许 用 弯曲 正 应 力 [c] = 160 MPa,a = 1 m, 试 求 梁 的 许可 荷载 集 
Bla]. 


解 ; 将 自由 端 截面 B 上 的 集中 力 沿 两 主轴 分 解 为 
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or 0.444 ga? 
=i D C h My E (Nm) 
a ,0.6174 
a P "| 
or 
@ Š Ë MEON) 
z 3 ca? 
0.456gar 9783. 44 
例题 5- 1 (8 
F, = Feos 40° = F cos 40° = 0, 383ga 


F, = Fsin40° = Tsin 40° = 0.321ga 
并 作 梁 的 计算 简 图 (图 b), SS RS EEA ol c,d 所 示 。 
Ha Ae EAS 20a 号 工 字 钢 的 弯曲 截面 系数 W, AW, 90A 
W, = 237 x 10° m, W, = 31.5 x 10°%m 
REELS AR WEW, 的 特点 并 结合 内 力图 ,可 按 善 加 原理 分 别 算出 截 
MA 及 截面 D 上 的 最 大 拉 伸 应 力 , 即 


-Ma „Ma _ 0.6429 x (1m? | 0.266g x (1m) 


— 


(Freda = W, VW, 31.5 x 10° m 237x10 m? 
(21.5 x 10 m'')g 


(Gms ) Mo , Mn _ 0.444g x {1 m)? 0.456g x (Lm)? 
mee wW, W, 31.5 pa 10 m 237 x jo" m? 


It 
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= (16.02 x 10m ')g 
FA OL, RERA AEE ma A AD fe oh E A gh y 
JIR, CR E RIA 
Sou 一 (as = (21.510 m')g £ [o] = 160 x 10° Pa 


从 而 解 得 


4 
[g] = aa T - = 7.44 x 10° N/m = 7.44 kN/m 


$8-3 Aih Ra) 52 hh 


1. 横向 力 与 轴 向 力 共同 作用 


等 直 杆 受 横 向 力 和 轴 向 力 共同 作用 时 , 杆 将 发 生 弯曲 与 拉 伸 (还 缩 ) 组 合 变 
形 。 图 8- La 所 示 的 烟 入 受 风力 作用 就 是 压缩 与 弯曲 的 组 合 变 形 。 对 于 弯曲 刚 
BEET 较 大 的 杆 , 由 于 横向 力 引起 的 挠 度 与 横 截 面 的 尺寸 相 比 很 小 ,因此 ,由 轴 
向 力 引 起 的 普 矩 可 以 略 去 不 计 。 于 是 ,可 分 别 计算 由 横向 力 和 加 向 力 引 起 的 杆 
横 截 面 上 的 正 应 力 , 按 琶 加 原理 求 其 代数 和 , 即 得 在 拉 伸 (压缩 ) 和 弯曲 组 合 变 形 
下 , 杆 模 截面 上 的 正 应 为 。 

图 8 — Sa 表示 由 两 根 槽 钢 组 成 的 杆 件 的 计算 简 图 ,在 其 纵 对 称 面 内 有 横向 
力 F 和 轴 向 拉力 下, 共同 作用 ,以 此 说 明 杆 在 拉 伸 与 弯曲 组 合 变形 时 的 强度 计 
L 


< AAA 


van o> 4 = 4 ayo, 
F 
{c} (d) (e) (f) 


o> 


ETL F HK AS TRE ALO = Fo TERE 
力作 用 下 ,村 跨 中 截面 上 的 弯 矩 为 最 大 , M。. = F AT eb ARH 


险 截 面 。 
SHA Fy 对 应 的 拉 伸 正 应 力 o, 在 该 截面 上 各 点 处 均 相 等 ,其 值 为 
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Fe OF, 
a | 
而 与 M 对 应 的 最 天 弯曲 证 应力, 出 现在 该 截 而 的 上 .下 边缘 处 ,其 绝对 值 为 
Me Fi 
fı WwW ~ dW 


在 和 范 险 截面 上 上 与 下 ,对 应 的 正 应 力 池 截面 高 度 变 化 的 情 襄 分别 如 图 和- 
Shc Bram. H B EEN A E AIE ME ABI EMA RE EH ELS 
MM 8- 5da e i Mm MRF a, 和 za 值 的 相对 大 小 。 显 然 , 杆 件 的 最 大 正 
应 力 是 危险 截面 于 边缘 各 点 处 的 拉 应 力 ,其 值 为 
Fo F 
Fim = A Wy 

H FÆR et eb BY ie HAR AS AB HAR AS TORE A ay got ir A 
FIFA LES ,以 进行 强度 计算 。 

点 该 注意 , 当 材 料 的 许 用 拉 应 力 和 许 用 上 比 虎 力 不 相 等 时 , 杆 内 的 最 类 拉 应 力 
和 最 大 压 应 力 必 须 分 别 满足 杆 件 的 拉 、 压 强度 条 件 。 

前 已 指出 , 按 酸 加 原理 计算 拉 伸 (压缩 ) 与 桦 曲 组 合 变 形 杆 横 截 而 上 的 正 应 力 
时 BRAT RH AHF SHIRE 8 -Sa msema, MES 
刚度 EI SDR ER SS HAS BIE MR HS eR, 
BH -ARAA S| R E h, Pe Re, i 
也 不 再 适用 。 关 于 这 类 问题 的 计算 ,将 在 《材料 力学 { 卫 )》 的 弛 4- 3 中 讨论 。 

例题 3-2 一 折 杆 由 两 朴 无 妖 钢 管 焊接 而 成 (图 a) ,已 知 两 钢管 的 外 径 均 为 
140 nm, EREA 10 mm。 试 求 折 杆 人 危险 截面 上 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 。 

解 : ARARA as h EEA RT 

F; =0, F,* F,=5kN 

作 折 杆 的 受 力 图 如 图 b。 册 于 折 杆 及 其 受 力 是 左右 对 称 的 , 故 只 需 分 析 其 

SP AC. HF, 分 解 为 让 杆 轴线 的 和 垂直 于 杆 轴线 的 两 个 分 力 天 和 


Fao WE a 所 示 的 尺寸 可 见 ,ian a = 学, 解 得 


Fa =3kN, 大 =4kN 
轴 向 力 Fa EAC 的 任 一 横 截 面 上 引起 轴 力 下 = - F，。 横 向 力 Fa TER AC 
AE — fe RF SM (2) = Fyr MHF = 下 ,。 和 危险 截面 为 C 处 的 
RE m — m (Ab), 
由 图 a 所 示 尺 寸 可 知 , 截 面 on EAIA S Ea 
Fy =- Fy, =—3kN 
M = F y X¥2m = 8kN-m 
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B a- 图 


标 AC 危险 截面 mom LRA A zs 和 最 大 压 应 力 r. ww 分 别 在 杆 
下 边缘 的 了 点 和 上 边缘 的 g 点 (图 b) 处 ,其 值 分 别 为 


Ft, max Fy M 

上 atw (1) 
根据 已 知 的 截面 尺寸 ,算得 
A = iD ~- d’) = (0.14 my’ ~ (0.12 mY] = 40.8 x 107 m? 
i= 


T 4 iyn 7 4 47 _ -8 4 
ga P - 2) = gl(0.14m) — (0.12 m)*] = 868 x 10% m 


W = i — 868 x 10° m 
= 55 = 


本 = 124 x 10° m? 
3 (14 x 107 m) 
将 各 值 代 人 式 (1) ,得 
Te mk 加 -3x IO N 8x1 N:m | + 63.8 x 10° _ + 63.8 0p 
T-max 40.8 x to“ m 7 124 a 10 m` 7 ™ 65.2 x 10° Pa 一 65.2 a 


H. 偏心 拉 伸 (压缩 } 


作用 在 直 杆 上 的 外 力 , 当 其 作用 线 与 标的 轴线 平行 但 不 重合 时 ,将 引起 偏心 
拉 伸 或 偏心 压缩 。 钻 床 的 立柱 {图 8— 6a) Al fe ORG RAE FH 8 - 
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6b) HO Ay the b Tie TR FR GIE HE o 

FARRAR A et PH RE 
EE Fes A E es A e CBR A that > AE) 0 i G 77 
(图 8 一 7a) 为 例 , 来 说 明 偏 心 拉 伸 杆 件 的 强 
EHR. AREH ER miN 和 用 符 
REEE Fb PE A oe PE SB FARE 
AS. Fk Eee Ri A 点 处 的 
MAF 向 截面 形 心 DO, 点 简化 ,得 到 轴 向 拉力 
F ARIE 天 (其 矢量 如 图 8- 7b 所 示 )。 然 
后 AE Fe 分 解 为 M.,. 和 MM.,: 

Ma = Fesina = Fr; 

M.. = Fecosa = Fy, 
式 中 ,坐标 轴 y,z 为 截面 的 两 个 对 称 轴 ( 亦 即 
FE REM) ;yz ,zr 为 偏心 拉力 下 作用 点 (4 点 ) 的 坐标 。 于 是 ,得 到 一 个 和 包 
含 轴 向 拉力 和 两 个 在 纵 对 称 画 内 的 力 偶 (图 8- 7c) 的 静 力 等 效力 系 。 将 分 别 使 
村 发 生 轴 向 拉 伸 和 在 黄 个 纵 对 称 面 内 的 纯 弯 曲 。 当 杆 的 宣 曲 刚度 较 大 时 ,同样 
可 按司 加 原理 求解 。 


在 二 述 力 系 作用 下 任 一 剖 截 面 n - af 图 8 一 7 了 cc} 上 的 任 一 点 Cly,z) ah at 
MERA Fs = F APS OM, = M., = Fz, M, =M. -= Fyp 的 正 应 力 分 别 
为 
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, Fy FE 
c A A 
A 
, M'e Pent z ow My Fyp sy 
A 
由 于 AA 点 和 C 点 均 在 第 一 每 限 内 ,根据 杆 件 的 变形 可 知 ,c ,a Mo WAR 
J. FH HAME, C 点 处 的 正 应 力 为 
_F | Feet | Pye ty 
A HOT, (a) 


式 中 ,A 为 横 截 面 面 积 ;上 MI 分 别 为 横 截面 对 y 轴 和 z HER, AAN 


性 第 与 惯性 半径 间 的 关系 (参见 附录 I): 
1, = 二， l= Ash 


A (a) A oS A 


s+ {bÌ 
上 式 是 一 个 平面 方程 ,这 表明 正 应 力 在 横 截 面 上 按 线性 规律 变化 ,而 应 力 平面 与 
横 截 面 根 交 的 直线 ( 沿 该 直线 ==0) 就 是 中 性 轴 ( 图 8 一 8a}。 令 y,,z。 代表 中 性 
轴 上 任 一 点 的 坐标 ,代入 式 (b), 即 得 中 性 轴 方 程 为 


1 + Ero + Hy = 0 (8 ~ 4) 
可 见 ,在 偏心 拉 伸 (压缩 ) 情 况 下 ,中 性 轴 是 一 条 不 通过 截面 形 心 的 直线 。 为 定 出 
中 人 性 轴 的 位 置 ,可 利用 其 在 v,e BER LR Ma (图 8-8b)。 在 上 式 中 ， 
令 zo 二 ,相应 的 Yo RI 为 a,;, 面 令 vo = 0, FBI A zy 则 为 d,o 由 此 求 得 


it j 
a, =- a, 三 一 一 (8 — 5) 


+ 
YF TF 


因为 A 点 在 第 一 象限 内 » Vea TF 都 是 正 值 ,由 此 可 见 ,a. ,as。 BAT, 即 中 性 
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TE 


轴 与 外 力作 用 点 分 别处 于 截面 形 心 的 相对 两 侧 { 图 8-7a, 图 8-8)。 

对 于 周边 无 楼 角 的 截面 ,可 和 作 两 条 与 中 性 轴 平 行 的 直线 与 横 截面 的 周边 相 
切 , 两 切 点 DAD, PARRA LRAT A Aim ARS) PERE A 
8- 8b). 将 危险 点 D AD, 的 坐标 分 别 代 和 式 (ay, 即 可 求 得 最 大 拉 应 力 和 最 
KER KE 

RP Fa AA te A a, HERA oe EE RAY FR HE A 
变形 来 确定 。 例 如 ,和 矩形 截面 村 受 偏心 拉力 下 作用 时 ,车 杆 任 一 横 截面 上 的 内 
力 分 量 为 上 = 下 ,MM = Fe, 和 M. = Fy , 则 与 各 内 力 分 量 相对 应 的 正 应 力 变 化 
规律 分 别 如 图 8 一 9a,b,c Mn. 由 秋 加 原理 , 即 得 杆 在 偏心 拉 休 时 横 截 面 上 正 
应 力 的 变化 规律 (图 8 ~9d)。 可 见 , 最 大 拉 应 力 ooon 和 最 大 压 应 力 Tema TAE 
截面 的 棱角 D, 和 D, 处 ,其 值 为 


| 十 


(8 ~ 6) 


显然 , 式 (8 -5) 对 于 箱 形 . 工 字 形 等 具有 棱角 的 截面 都 是 适用 的 。 由 式 (8 -~ 6) 还 
可 看 出 , 当 外 力 的 偏心 距 ( 即 yi ,zs 值 ) 较 小 时 , 横 截 面 上 就 可 能 不 出 现 压 应 力 ， 
即 中 性 输 不 与 横 截 面相 交 。 


PEATA D: tuje 


TT | 
Witt Peri I 


(a) 


PE 
ACT 


{c} 


图 8-9 
由 于 危险 点 处 仍 为 单 轴 应 力 状态 ,因此 ,在 求 得 最 大 正 应 力 后 ,就 可 根据 材 
料 的 许 用 应 力 [o] 米 建立 强度 条 件 。 
例题 8-3 TAR — Bh te FF re — 100 mm x 80 mm x 10 mm BY AR Bi 
PA tl We , J a Sd EH a AS Ab FE) EE LEO 12 mm 的 结 点 板 上 。 图 中 


262 BAR ”组合 变形 及 连接 部 分 的 计算 


mm 为 锦 条 轴线 ,DD AARP PA, CMA SHRM PF BNA 
点 板 厚 度 中 线 与 锦 箱 轴线 的 交点 和 太 , 其 值 为 下 = 100 kN, CORSA RAR 
应 力 , 并 将 结果 与 轴 同 拉 仲 时 的 应 力 相 比较 。 


figis-3 8 


解 : 由 于 角钢 截面 为 非 对 称 截面 ,为 求 出 斜 杆 内 的 景 大 拉 应 力 ,应 先 从 型 钢 
规格 表 中 查 出 角钢 截面 的 形 心 主 惯性 轴 位 置 及 其 他 有 半数 据 。 
由 型 钢 规 格 表 查 得 
yo = 21.3 mm, ze = 31.2 mm 
tana = 0.622 (B o = 31.9°) 
由 此 可 得 角钢 截面 的 形 心 主 惯 性 町 mw eo UE. MM RPE 
A= 17.17 cm? = 17.17 x 10 3 ma 
I, = 166.9 cm = 166.9 x 10°? m’ 
I = 94.7 em‘ = 94.7 x 10° m‘ 
i, = 49.1em = 49.1 x 10° m’ 
i, = 1.69em= 1.69x10°m (BẸ i = 2.86 x 10% m°) 
由 附录 1§ 1-4 中 的 式 (b) 已 知 hth, = htt, ea 
Hoe +t, — 2, = 166.9 + 94.7 - 49.1) x 10% m 


= 212.5 x 10 °°m’ 


从 而 得 
I -8 4 
2 9% _ 212.5 10° mi _ 4 2 
iy = A 17.17 x10" a? = 12.4 x 10" m 
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由 图 重 得 A 点 在 以 形 心 主 惯性 轴 yo ,zo AERP RAN 
ye- 1l3mm=-1.3x10°m, zar = 31 mm = 3.1 x 10° m 


由 式 (8 -5S) 及 i ,Yr ,i 和 Tp E, T PEHE Vor Ëg 两 轴 上 的 截 距 为 


a -4 : 
my 2.86 X10 m _ 2.2x10°’m 


"o NF -1.3 x 10 m 
$ 12,4 x 10 m -7 
一 器 一 = = yx l 
Oe z; 3.1x 10° m m 


按 截 距 画 出 中 性 轴 wn DIA. HARK B 点 离 中 性 轴 
最 这 ,该 点 即 为 最 大 拉 应 力 所 在 的 点 ,其 坐标 值 可 由 图 量 得 为 
yn=— 35mm =- 3.5107 m 
ton = — 14.5mm =- 1.45 x 107 m 
由 于 截面 为 非 对 称 截 面 RA EROR OA. KA 
关 数 值 代 人 式 (b) , 即 得 截面 上 最 大 拉 应 力 为 上 
Ffi , (3.1 107 m) x (~ 1.45 x 10° m) 


Fim T Fy = 12.4 x 0° m t 
(- 1.3 x 10° m} x -3.5 x 10° m] 
2,86 x 10“ m? 
F 
= 2.23 元 
将 下 和 A 的 已 知 数据 代 人 此 式 得 
100 x 10° N é 
= ` K — mM 一 = 
Simm = 2.23 17x 107 130 x 10° Pa = 130 MPa 


Ba BUTT ET AL, SpA ey Se A FA HEE, AORAR A Bie 
KB 2.23 fo A. EHTS PRA AAR A RT ES OD Re A 
杆 件 。 


Ill. 截面 核心 


如 前 所 述 , 当 偏心 拉力 下 的 篇 心 距 较 小 时 , 杆 横 截 面 上 就 可 能 不 出 现 压 应 
力 。 同 理 , 当 偏心 压力 下 的 偏心 距 较 小 时 ,标的 横 截 面 上 也 可 能 不 出 现 拉 应 力 。 
土建 工程 中 常用 的 混凝土 构件 和 砖 . 石 历 体 ,其 拉 伸 强度 远 低 于 压缩 强度 ,在 这 
类 构件 的 设计 计算 中 ,往往 认为 其 拉 促 强度 为 零 。 这 就 要 求 构 件 在 受 偏心 压力 
作用 时 ,其 横 截面 上 不 出 现 拉 应 力 。 为 此 ,应 使 中 性 轴 不 与 横 截 面相 交 。 由 公式 
(8 一 5) 可 见 , 对 于 给 定 的 截面 ,ys ,sr 值 越 小 ,a, ,a， 值 就 越 大 , 即 外 力作 用 点 离 


中 ”事实 上 ,由 于 锦 接 接头 刚度 的 影响 FARRAR WA BMA Mh, 
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形 心 越 近 ,中 人 性 办 此 形 心 就 越 远 。 因 此 , 当 外 力作 用 总 位 于 截面 形 心 附近 的 一 个 
区 域内 时 ,就 可 以 保证 中 性 轴 不 与 横 截 面相 交 ,这 个 区 域 称 为 截面 核心 。 当 外 力 
作用 在 截 商 核心 的 边界 上 时 ,与 此 相对 应 的 中 性 轴 就 正好 与 截面 的 周边 相 切 (图 
8- 10)。 利 用 这 一 关系 束 可 确定 截面 核心 的 边界 。 


图 8 一 10 


为 确定 任意 形状 截面 (图 8- 10) 的 截面 核心 边界 ,可 将 与 截面 周边 相 切 的 
任 一 直线 电 ( 图 8- 10) 看 作 是 中 性 轴 ,其 在 y,z 两 个 形 心 主 惯性 轴 上 的 截 距 分 
别 为 as 和 a.,。 据 此 由 式 (8 - 5) 人 确定 与 该 中 性 轴 对 应 的 外 力作 用 点 1, 亦 即 截 
责 核 心 边 界 上 一 个 点 AIE ERC o Pada 
Py =~ gt Pe * -二 (a) 
问 样 ,分 别 将 与 裁 面 周边 相 切 的 直线 加 O, SHER HE RY ed LR 
法 求 得 与 其 对 应 的 截面 核心 边界 上 点 2,3,… 等 的 
坐标 。 连 接 这 些 点 所 得 到 的 一 条 封闭 曲线 , 即 为 所 
求 截面 核心 的 边界 ,而 该 边界 曲线 所 包围 的 带 阴 
影 线 的 面积 , 即 为 截面 核心 { 图 8- 10)。 现 以 圆 
形 和 矩形 截面 为 例 , 说 明确 定 其 截面 核心 边界 的 
方法 。 
由 于 圆 截面 对 于 圆心 O 是 极 对 称 的 ,因而 , 截 
面 核心 的 边界 对 于 圆心 也 应 是 极 对 称 的 , 即 为 一 贺 
心 为 口 的 圆 。 作 一 条 与 圆 截 面 周边 相 切 于 A 点 
的 直线 中 (图 8-11), 将 其 看 作为 中 性 铀 ,并 取 OA 为 ， 轴 ,于 是 ,该 中 性 轴 在 ys 
z ATED ERER ERREA g 
au = di2, a, = 7 


ARTA =S 7/16 MESA AR (a) ,就 可 得 到 与 其 对 应 的 截面 核 


图 8-1il 
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DPR EOS 1 的 坐标 为 
„Ë _ 6e a -io 
P S aa di 8 PATT a, 

MU 5) FRR CA REAA OAR MU dis AFERRA, BR 8-11 
带 阴影 线 的 区 域 。 

对 于 边 长 为 5 和 的 矩形 截面 (图 
8 一 12),vy.z 两 对 称 轴 为 截面 的 形 心 主 
惯性 轴 。 先 将 与 AB WHR RAD 
APR HERE, ACE y, x 两 轴 . 上 的 截 
EE ot Fl 4 


A 


ayy = 2 7 a.a 一 oo 


_ 2b a k ， 
EERE i) = p MULLS 
值 代 人 式 (a) ,就 可 以 得 到 与 中 性 轴 个 


对 应 的 截面 核心 边界 上 点 CPB 8-12) 8-12 
的 坐标 为 
h” 
a 12 j i 
0 
x 


同 理 , 分 别 将 与 BC,CD 和 DA 边 相 切 的 直线 加 ,全 ,名 看 作 是 中 性 轴 , 可 求 得 对 
应 的 截面 核心 边界 上 点 2,3,4 的 坐标 依次 为 


b h b 
Ay = 0, ĝa = 6" Pa 一 6” ea = ü; Pua = 0, Pea 三 一 6 


这 样 ,就 得 到 了 截面 核心 边界 上 的 4 个 点 。 当 中 性 轴 从 截面 的 一 个 侧 边 绕 截面 
的 顶点 旋转 到 其 相 邻 边 时 ,例如 当中 性 轴 绕 顶点 B 从 直线 中 旋转 到 直线 名 时 ， 
将 得 到 一 系列 通过 B 点 但 斜率 不 同 的 中 性 轴 ,而 B 点 的 坐标 ys ,zs 是 这 一 系列 
中 性 轴 上 所 共有 的 ,将 其 代 人 中 性 轴 方 程 (8 - 4) ,经 改写 后 即 得 


Th Yg 
l + ptr +Y = 0 
y Fa 


由 于 上 式 中 的 ys ，,zp 为 常数 ,因此 该 式 就 可 看 作 是 表示 外 力作 用 点 党 标 y; 与 
zr RRM BATE. B4 pee B 点 旋转 时 ,相应 的 外 力作 用 点 移动 的 轨 
迹 是 一 条 连接 点 1,2 的 直线 。 于 是 ,将 1,2,3.4 四 总 中 相 邻 的 两 点 连 以 直线 , 即 
得 促 形 截面 的 截面 核心 边 输 。 它 是 个 位 于 截面 中 央 的 攻 形 ,其 对 角 线 长 度 分 别 
A AR 和 6/3( A 8-12), 
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对 于 具有 楼 角 的 截面 , 均 可 按 上 述 方 法 确定 截面 核心 。 对 于 周边 有 了 止 进 部 
分 的 截面 (例如 异形 或 宁 形 截面 等 ) ,在 确定 截面 核心 的 边界 时 ,应 该 注意 不 
能 取 与 叫 进 部 分 的 周边 相 切 的 直线 作为 中 性 轴 , 因 为 这 种 直线 显然 将 与 横 截 面 
AH 3E 

例题 8-4 HACK TSP RRR OMe. BP y,z 办 为 截面 
的 形 心 主 惯性 轴 。 

解 : 首先 求 出 截面 的 有 关 几 和 何 性 质 : 

A =(0.4mx0.6m)+(0.4mx0.9m) 

=0.6 m” 


1, = {0.9 m) {0.4 m} + 


(0.4 m)(0.6m)? ]=48 x107 m’ 


[C0.4 m)(0.9 m)? + 
(0.6 m) (0.4 m} 1=27.5x 10 mt 


Į, = 


i 二 X10 m? 


a .27.5x10 7 m 


=> 


A 6x10 ' m’ 

然后 作 忠 ,四 ,… 等 6 条 直线 ,将 它们 看 作 是 中 性 轴 EPO, O, OHOH 
与 周边 AB, BC, CD 和 FG 相 切 ,而 爹 和 合 则 分 别 连 接 两 顶点 D,F 和 两 顶点 
,及 ( 见 图 )。 依 次 求 出 其 在 y、z 坐标 轴 上 的 截 距 ,并 用 式 (a} 算 出 与 这 些 中 性 
轴 对 应 的 核心 边界 上 1,2,… 等 6 个 点 的 坐标 值 。 再 利用 中 性 轴 绕 一 点 旋转 时 
相应 的 外 力作 用 点 移动 的 轨迹 为 一 直线 的 关系 ,将 6 个 点 中 每 相 令 两 点 用 直线 
连接 , 即 得 图 中 所 示 的 截面 核心 边界 。 其 计算 结果 列 于 表 中 。 


=4.58 107? m? 例题 8 一 4 图 


对 应 的 截面 核心 


WALA A 
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§s8-4 #53 dh 


一 般 的 传动 轴 ( 如 图 8- lb 所 示 ) 通 常 发 生 扭转 与 弯曲 组 合 变 形 。 由 于 传动 
HAR ERR ROR AE ,讨论 杆 件 发 生 扭 转 与 弯曲 组 全 变形 时 的 
强度 计算 。 

设 一 直径 为 d AFERI AS, A 端 固定 ,B 端 具 有 与 AB RARER, 
Ft RS SEA FIER. WR 8 一 13a 所 示 。 为 分 析 杆 AB 的 内 力 ,可 将 力 正 向 
AB 杆 右 端 截面 的 形 心 召 简化 ,简化 后 为 一 作用 于 杆 端的 横向 力 FF 和 一 作用 于 
FT Sn BX OT FE M, = Fa( 图 8 一 13b)。 可见 , 杆 4 如 将 发 生 弯曲 与 扭转 组 人 台 
变形 。 分 别 作 杆 的 弯 矩 图 和 扭矩 图 (图 8 一 13c,d), 可 见 , 杆 的 危险 截面 为 固定 
端 裁 面 ,其 内 力 分 量 分 别 为 

M = Fi, T= M, = Fa 

由 弯曲 和 扭转 的 应 力 变化 规律 可 知 ,危险 截面 上 的 最 大 弯曲 正 应 力 o RA 
在 铅 垂 真 径 的 上 .下 两 端点 C AC, 处 (图 8- 13e) ,而 最 大 扭转 切 应 力 r 发 生 
在 截面 周边 上 的 各 点 处 (图 8 ~ 13f)。 因 此 ,危险 截面 上 的 危险 点 为 C 和 CC,。 
对 于 许 用 拉 . 压 应 力 相 等 的 此 性 材料 制 成 的 杆 ,这 两 点 的 危险 程度 是 相同 的 。 为 
此 , 取 其 中 的 任 一 点 (如 C 点 ) 来 研究 。 围 绕 C 点 分 别 用 横 截 面 、 径 向 纹 截 面 
和 切 问 纵 截面 截取 单元 体 , 可 得 C, 点 处 的 应 力 状态 如 图 8- 13g 所 示 。 可 见 ， 
C 点 处 于 平面 应 力 状 态 ,其 三 个 主 应 力 为 


(c} 、- AP 
ie TET ree n ois T 
m 
a LS TTT (g) 
Fa 
了 图 


8-13 
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etal yas tår, g = 0 
,| 2 


对 于 用 塑性 材料 制 成 的 杆 件 ,选用 第 … 或 第 四 强度 理论 来 建立 强度 条 件 。 
敬 用 第 三 强度 理论 , 则 将 上 述 各 主 应 力 代 A 太 相应 的 相当 应 力 表达 式 


os = 6, - 0, 
经 化 简 后 , 即 得 
= Vo tAr (8 — 7a) 
车 用 第 四 强度 理论 , 则 可 得 相应 的 相当 应 力 为 
oy = Vo + 3r (8 - 7b) 


求 得 相当 上 应 力 后 , 即 可 根据 材料 的 许 用 应 力 [c] 来 建立 强度 条 件 , 并 对 杆 进 
行 强度 计算 。 

注意 到 弯曲 正 应 力 o= M/W ,扭转 切 应 力 + = TW, AS FRA W, 
=2 W =xd*/16, RAR(8 - 7) ,相应 的 相当 应 力 表 达 式 可 改写 为 


三 2 ei 六 Ar 了 
M T _v¥ M+ T _ 
= = lw) talg) ns (8 — 8a) 
和 
LMY FTV 5 Pe 
SENC E (ae) _¥M4+0.5T ETEA (8 — gb) 


在 求 得 危险 截面 的 守 矩 M 和 扭矩 后 ,就 可 直接 利用 式 (8 - 8a 或 b) 建 立 强度 
条 件 ,进行 强度 计算 。 式 (8- 8) 同样 适用 于 空心 圆 杆 , 而 只 需 将 式 中 的 W 改 用 
空心 图 截面 的 弯曲 截面 系数 

值得 注意 的 是 , 式 (8 -7a 或 b) 适 用 于 如 图 8- 13g 所 示 的 平面 应 力 状 态 ,而 
不 论 正 应 力 o 是 由 弯曲 或 是 由 其 他 变形 引起 的 , 切 应 力 r 是 由 扭转 或 是 由 其 他 
变形 引起 的 ,也 不 论 正 应 力 和 切 应 力 是 正信 或 是 货 值 。 价 如 ,船舶 的 推进 轴 将 河 
时 发 生 扭 转 .弯曲 和 轴 向 压缩 { 或 拉 伸 ) ,其 危险 点 处 的 正 应 力 e 等 于 弯曲 正 应 
力 与 轴 向 压缩 (或 拉 伸 ), 正 应 力 之 和 ,相当 应 力 表达 式 (8 ~ 7a 或 b} 仍 然 适用 。 
但 式 (8 - 8a 或 b 仅 适用 于 插 转 与 弯曲 组 合 变 形 下 的 圆 截面 杆 。 对 于 非 久 截 面 
杆 ,即使 在 扭 BAAR AERA W,=2W 的 关系 , 式 (8 - 8a BRD) REAR 
再 适用 。 但 其 分 析 方法 依然 相同 。 必 须 指 出 ER HR A 
束 捏 转 , 这 时 横 截 面 上 还 将 产生 附加 正 应 力 。 区 其 是 开口 薄 壁 截面 杆 在 约束 要 
转 时 ,这 种 附加 正 应 力 的 数值 较 大 ,不 容 忽视 。 

最 后 还 应 指出 ,对 于 机 器 中 的 转轴 ,其 横 堆 面 周边 各 点 的 位 置 将 随 轴 的 转动 
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mee, Al ,截面 周边 各 点 处 弯曲 正 应 力 的 数值 和 正 负 号 都 将 随 着 轴 的 转动 
而 交替 变化 .这 种 应 力 称 为 间 变 应 力 。 实 践 表 明 ,在 交 变 应 力 下 , 杆 件 往往 在 最 
大 应 力 远 小 于 材料 的 静 荷 强度 指标 的 情况 下 就 发 生 破 坏 ( 见 《材料 力学 (I1)》 中 
的 S$6-5)。 所 以 在 机 械 说 计 中 ,对 于 在 变 变 庶 力 下 工作 的 构件 另 有 相应 的 强度 
计算 准则 。 但 在 一 般 转 办 的 初步 设计 时 , 仍 按 上 述 式 (8-7) 或 48- 8) 进行 强度 
计算 ,只 是 需 将 许 用 应 力 值 适 当 降 低 。 

例题 8-5 图 3 示 一 钢 制 实心 贺 轴 , 轴 上 的 齿轮 CC 上 作用 有 向 垂 切 向 力 5 
kNN, 径 向 办 1.82 kN; 齿 轮 D EERE KE WAA 10 kN, 径 向 力 3.64 kN。 齿 
轮 C HPR R24 de =400 mm, 齿轮 D KIYN E i da =200 mm。 设 许 用 应 力 


300 300 100 
(6) 4 1 kN.m J5 KN LkN-m |3-64kN 
ka Ba 
PA rat 了 
1.82 kN 10 kN 


(e) 


{d} 


{e} 


例题 8-5 图 
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[s] = 100 MPa, 试 按 第 四 强度 理论 求 轴 的 直径 。 

E: 首先 将 每 个 齿轮 上 的 切 向 外 为 向 该 轴 的 截面 形 心 简化 ,从 而 得 到 一 个 
力 和 一 个 力 偶 (图 b). FE., THEW EHRE ry, ee BPA REA 
RES HH SAH. Ra DEERE oy 和 zz 两 纵 对 称 平 面 内 的 两 个 弯 
IEA AHER, a) c,d,e 所 示 。 

h i ot aR AE -平面 都 是 纵 向 对 称 平面 ,所 以 当 轴 上 的 外 办 位 于 
相互 垂直 的 两 纵 对 称 平 面 内 时 ,可 将 其 引起 的 同一 横 截 面 上 的 弯 矩 按 矢量 和 求 
SESE ,并 用 总 弯 矩 来 计算 该 横 截 面 上 的 正 应 力 。 由 轴 的 两 个 弯 矩 图 (图 ce， 
dj 可 知 , 横 截 面 巨 上 的 总 装卸 为 最 大 。 

HARA BRA BLA ABM, g) 为 

Ms = V Ms + Mis = /(364N+m)? + (1000N-m)° = 1064N-m 
在 CDRASHR A LHBESAA MER B RARE, EHEH 
Ta =-1kN+-m=-1000N-m 

于 是 , 按 式 (8- 8b) 建 立 强度 条 件 : 

_ VMs + 0.75T, _¥(064N + m)? + 0.75(= 1000 N- my? 
W W 


-I3 N'm ap ] 


Sm 


对 于 实心 加 办,W = ,由 此 可 按 强 度 条 件 求 得 所 需 的 直径 为 


{33X132N m _ _ 
d = (100 x 10° pay 20519 m = 51.9 mm 
$8-5 连接 件 的 实用 计算 法 


如 前 所 述 ,连接 件 的 本 身 尺 寸 较 小 ,而 其 变形 往往 较为 复杂 ,在 工程 设计 
中 为 简化 计算 ,通常 按照 连接 的 破坏 可 能 人 性 ,采用 实用 计算 法 。 以 螺栓 (或 锦 
杀 ) 连 接 ( 图 8-14a) 为 例 ,连接 处 的 破坏 可 能 性 有 三 种 :螺栓 在 两 侧 与 钢板 接 
和 触 面 的 压力 下 作用 下 ,将 沿 m- om 截面 {图 8 - 14b) 被 剪断 ;螺栓 与 钢板 在 相 
互 接 甬 面 上 因 挤 压 而 使 连接 松动 ;以 及 钢板 在 受 螺 栓 孔 衣 屏 的 截面 处 被 拉 断 。 
A fie 5 HE Be the BB Ay SE ADL) BE EK AT OBE ME 下 面 分 别 介绍 前 切 和 挤 丰 的 实用 
计算 。 

一 、 草 切 的 实用 计算 

BARAK RE ER RSH 下 (图 8- 14a) ,显然 ,螺栓 在 两 侧面 上 
分 别 受到 大 小 相等 .方向 相反 、 作 用 线 相距 很 近 的 两 组 分 布 外 力 系 的 作用 (图 8 
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- 14b)。 螺 栓 在 这 样 的 外 力作 用 下 RE HO ER ÉS 
BR m- on 发 生 相 对 错 动 [如 图 S- 14b 中 虚线 所 示 ) ,这 种 变形 形式 为 前 切 。 
发 生前 切 变 形 的 截面 m- m, ANDA. 

占用 截面 法 ,可 得 剪 切面 上 的 内 力 , 即 剪 力 F 8- 14c)。 在 剪 切实 用 计 
算 中 ,假设 前 切面 上 各 点 处 的 切 应 力 相 等 ,于 是 ,得 前 切面 上 的 名 义 场 应力 为 


TIN | ELLIE 


SANNA A 


四 


r=" (8-9) 


式 中 ,Fs ABM LA, AM, 

然后 ,通过 直接 试验 ,并 按 和 名 义 切 应 力 公 式 (8 一 9) ,得 到 剪 切 破坏 时 材料 的 
RRO r,。 再 除 以 安全 因数 , 即 得 材料 的 许 用 切 应 力 [z]。 于 是 , 草 切 的 强 
度 条 件 可 表示 为 


F. , 
r= qa Slr] (8 — 10) 


BPRGE A MM AAR (8 -9) 求 得 的 切 应 力 值 ， 并 不 反映 驻 切 面 上 上 切 应 力 
的 精确 理论 值 , 它 只 是 前 切面 上 的 平均 切 应 力 , 但 对 于 用 低 碳 锅 等 塑 竹 材料 制 成 
的 连接 件 , 当 变 形 较 失调 临近 破坏 时 ,前 切面 土 的 切 应 力 将 逐渐 趋 于 均 句 。 而 
H ,满足 剪 切 强度 条 件 式 (8 - 10) 时 ,显然 不 至 于 发 生前 切 破坏 ,从 而 满足 工程 
实用 的 要 求 。 对 于 大 多 数 的 连接 件 ( 或 连接 } 来 说 , 剪 切 变形 及 前 切 强度 是 主 
要 的 。 

例题 8-6 图 a 所 示 的 销 钉 连 楼 中 ,构件 A 通过 安全 销 避 将 力 偶 矩 传递 到 
构件 B。 已 知 荷载 F=2kN, WARK 2=1.2 m, HF B 的 直径 D=65 mm, 销 
杀 的 极限 切 应 力 r, = 200 MPa, 试 求 安全 销 所 需 的 直径 a, 

解 : 取 构 件 B 和 安全 销 为 研究 对 象 , 安 全 销 的 受 力图 如 图 b 所 示 。 由 平衡 
F 

2M,=0, FeD=M = 已 

可 得 安全 销 寺 的 剪 力 下 , 为 
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ME 8-6 图 


Fi (2 x LON)(1.2m) _ 
D 0.65m — 36.92 kN 
当 安 全 销 横 截面 上 的 切 应 力 达 到 其 极限 值 时 销 钉 被 前 断 , 即 剪 断 条 件 为 
Fo OB, 
© AL ad 
4 


F= 


= Ta 


由 此 可 得 安全 销 所 需 的 直径 为 


idF. j4 x 36.92 x 10 N 
= 上 = 一 = ü. Il — . 
d xr, “ «x 200 10° Pa 0153 15.3 mm 


二 、 挤 迁 的 实用 计算 

在 图 8 一 14a 所 水 的 螺栓 连接 中 ,在 螺栓 与 钢板 相互 接触 的 侧面 上 ,将 发 生 
KW RES FARE. ERM LMR RARE HIGH 
Fao HR TR RPE AO, eR RRB, SRE 
HTAR , AT BE S| ee RE A ed BE GAZE TL AT SEE hE, 2 
B 8 一 15a 所 示 。 在 挤 压 实用 计算 中 ,假设 名 义 挤 压 应 力 的 计算 式 为 

Jn = a (8 - 11) 

APF EM LMR A: AHEM, SE oe aR Cao 
DR i: Be NET E He H RHE Sg He I] OSE A) A RR 4u 取 为 实际 接 
触 面 在 直径 平面 上 的 投影 面积 ,如 图 8 - 15b R. PROS} OP FEA ,这 类 图 柱 状 
连接 件 与 钢板 孔 壁 间接 触 面 上 的 理论 挤 压 应 力 沿 圆 柱 面 的 变化 情况 如 图 8- 
15e Bim MRA - 11 算得 的 名 义 挤 压 应 力 与 接触 面 中 点 处 的 最 大 理论 挤 压 
应 力 值 相近 。 当 连接 件 与 被 连接 构件 的 接触 面 为 平面 (如 图 8 -2b Bras ie 
oP Ba i aR 0 G ET HOHE Oh at i N E EN A, Bl Oy Se ir FE it A) AR 
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一 -一 


{a} {c) 


SD 


As 15 
然后 Ai Re HH OA J 2 oh E E E a SE 
而 确定 许 用 挤 压 应 力 [ onlo FAE, P ERE RITI REN 


p 
mo] (8 — 12) 


应 当 注 意 , 挤 压 应 力 是 在 连接 件 和 被 连接 件 之 间 相互 作用 的 。 因 而 , 当 两 者 材料 


不 同时 ,应 校 核 其 中 许 用 挤 友 应 力 较 低 的 材料 的 撞 压 强度 ， 


根据 连接 件 的 上 程 实用 计算 方法 ,下 面 主要 讨论 工程 中 常用 的 锦 钉 连接 和 
桦 此 连 接 的 计算 。 至 于 焊 链 连 接 ,计算 的 基本 原理 是 相同 的 ,但 在 焊 色 连接 的 计 


算 方法 上 有 一 些 其 悼 规定, 可 参阅 有 关 钢 结构 的 教材 衬 。 


例题 -7 基 钢 椅 架 的 一 结 点 如 图 as PER. EHF A 由 两 个 63 mm X6 mm 


的 等 边 角 钢 组 成 , 受 力 下 = 140 kN 的 作用 。 该 斜 杆 用 螺栓 连接 在 厚度 为 6 = 


e 


%, 


FARE 8-7 
10 mm 的 结 点 板 上 ,螺栓 直径 为 4 =16 mm。 CAA 、 结 点 板 和 螺栓 的 材料 均 


中 ”例如 , 歼 钟 .高 云 虹 编 4 钢 结构 》, 商 等 教育 出 版 社 ,1990 E, 
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为 Q235 钢 , 许 用 应 力 为 [ec]= 170 MPa,[ zj]=130 MPa,[o,,]=300 MPa。 试 选 
择 螺栓 个 数 ,并 校 核 斜 杆 A 的 拉 伸 强度。 

解 : 选择 螺栓 个 数 的 问题 在 性 质 上 与 截面 选择 的 问题 相同 , 先 从 彰 切 强度 
条 件 式 (8- 10) 选 择 螺 栓 个 数 ,然后 用 挤 压强 度 条 件 式 (8- 12) 来 校 核 。 

首先 分 析 每 个 螺栓 所 受到 的 力 。 当 各 螺栓 直径 相同 , 且 外 力作 用 线 通 过 该 
组 螺栓 截面 的 形 心 时 ,可 假定 每 个 螺 棕 的 受 力 由 等 。 所 以 ,在 具有 个 螺栓 的 
接头 上 作用 的 外 力 为 下 时 ,每 个 螺栓 所 受到 的 户 即 等 于 Fino 

螺栓 有 两 个 彰 切 面 ( 参 看 图 b) ,由 截面 法 可 得 每 个 筋 切 商 上 的 前 力 为 

Fin F 


Fe = 4 一 Iy (1) 
将 前 力 和 有 关 的 已 知 数据 代 人 音 切 强度 条 件 式 (8- 10) , 即 得 
F 
_ Fs 2r 2xj340xl0N bo. 
t= 7 = Ep = Sax (16X10? my < 130 x 10° Pa = 130 MPa (2) 
于 是 求 得 螺栓 数 为 


2x 140 x10 N 


x x (16 x 107° m}? x (130 x 10° Pa} = 2.68 (3) 


H = 


取 n=3, 
校 态 挤 压 强度 。 由 于 结 点 板 的 厚度 小 于 两 第 钢 厚 度 之 和 ,所 以 应 校 核 螺栓 


与 结 点 板 之 间 的 挤 压强 度 。 每 个 螺栓 所 受 的 力 为 二 ,也 即 螺 检 与 结 点 板 间 相 互 
的 挤 压力 , 即 


Fy = a (4) 
由 式 (8 - lee VHRR WAH 
F 
— Fan — # 
Oh 一 An 一 sd {3} 
将 已 知 数 据 代 入 上 式 , 得 
n- EL 140 x 1 000 N 
= nd  3x(10x10° m)(16 x 10° m) 
= 292 x 10° Pa = 292 MPa < [øs ] (6) 


可 兄 , 采 用 3 个 螺栓 满足 挤 压强 度 条 件 。 

榨 核 角钢 的 拉 伸 强度 。 取 两 根 角 钢 一 起 作为 分 离 体 ,其 受 力 辕 及 轴 力 图 如 
图 所 示 。 由 于 角钢 在 m- m OT EK KERM RSL TB, 
故 为 危险 截面 。 该 截面 上 的 轴 力 为 
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FF. = F = 140kN (7) 
由 型 钢 规 桥 表 查 得 63 mm x 6 mm 角钢 的 横 截 而 面积 为 7.29 cm REAR 
m — m HARAN 


A = 2(729 mm’ - 6mm x 16mm) = | 266mm (8) 
角钢 模 截 面 m- m LE SORLP IER HH 
Py ena 14i EEI N & 
re ee, -~ —---- =a — 二 H = < G 
G A 12.66 x 107 aE 111 x 10° Pa = 111 MPa < [s] (9) 


可 见 , 糙 杆 满 足 拉 伸 强 度 条 件 。 

在 计算 疡 一 产 截 面 上 的 控 应力 有 时 应 用 了 轴 问 拉 伸 的 正 诬 力 公式 ,实际 上 ， 
i A RST ,使 横 截 面 发 生 应 力 集中 现象 - 但 考虑 到 杆 的 材料 为 Q235 
钢 , 具 有 良好 的 塑性 , 当 杆 接近 破坏 时 ,危险 截面 n-m 上 各 部 分 材料 均 将 达到 
届 服 .各 点 处 的 正 应 力 趋 于 相等 , 故 假设 该 截面 上 各 点 处 的 正 应 力 相 等 是 叮 以 
的 。 


§8-6 和 锦 委 连接 的 计算 


锅 杀 连接 在 建筑 结构 中 被 广泛 采用 。 锦 接 的 方式 主要 有 搭 接 ( 图 8 - 16a), 
单 次 板 对 接 { 图 8- 16b) 和 双 盖 板 对 接 (图 8- 16c) 三 种 。 搭 接 和 单 盖 板 对 接 中 
的 钾 钉 具有 一 个 章 切 面 ( 称 为 单 剪 ) , 双 盖 概 对 接 中 的 钢 钉 具有 两 个 前 切面 ( 称 为 
双 剪 ) ,分 别 如 图 8-16 中 所 示 。 下 面 分 别 按 钾 钉 组 的 受 载 方式 讨论 钢 钉 连接 的 
强度 计算 。 


1. 种 杀 组 承受 横向 荷载 


在 措 接 (图 8- 16a) 和 单 盖 板 对 接 ( 图 8- Lob), Hr ET AEH ST 
(或 铜板) 显然 将 发 生 弯 曲 。 在 锦 钉 组 连接 (图 8- 17) 中 ,由 于 锦 钙 和 钢板 的 弹 
性 变形 ,可 以 想象 两 端 饮 钉 的 受 力 与 中 间 锦 杀 的 受 力 并 不 完全 相同 。 为 简化 计 
F HA RPERERAWHRAREBEDE ,在 锦 钉 组 的 计算 中 假设 : 

(1) 不 论 锦 接 的 方式 如 何 , 均 不 考虑 弯曲 的 影响 。 

(2) 者 外 力 的 作用 线 通过 锦 杀 组 横 截面 的 形 心 , 且 同一 组 内 各 锦 钉 的 材料 
与 且 径 的 相同 , 则 每 个 钟 钉 的 受 力也 相等 。 

按照 上 述 假设 ,就 可 得 到 每 个 钾 钉 的 受 力 下 为 


F, = — (a) 


式 中 ,n AAT AP BY MET PR 
求 得 每 个 锦 钉 的 受 力 下, 后 , 即 可 按 式 (8 - 10) (8 - 12) 分 别 核算 其 前 切 
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FFEN 
eei meent 


VE 


LA 


aK Va 
cI KK 
LA ZA >) 


Py 4 ag) ah 


Æ 8-17 


TE ABE RGR AE. BE EAE TATIL ASHES ,其 拉 介 强度 应 以 最 弱 截面 ( 轴 力 
较 大 ,而 截面 积 较 小 ) 为 依据 ,但 不 考虑 应 力 集中 的 影响 。 

对 于 销 钉 或 螺栓 连接 ,其 分 析 计 算 方法 与 钢 杀 连接 和 相同。 螺栓 连接 中 的 紧 
连接 ,通过 拧紧 螺栓 而 使 螺栓 产生 预 拉 应 力 ,同时 在 贴 紧 的 两 层 销 板 间 产生 足够 
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的 摩擦 ,以 传递 荷载 。 对 这 种 连接 (通常 称 为 高 强度 螺栓 连接 ) 的 强度 计算 ,可 参 
阅 有 关 钢 结构 教材 一 。 

例题 8-8 两 根 钢轨 锦 接 成 组 合 梁 ,其 连接 情况 如 图 ab 所 示 。 每 根 钢 轴 
的 横 截面 面积 A =8000 mm , 形 心 距离 底 边 的 高 度 c= 80 mm ,每 一 钢轨 横 截 面 
对 其 自身 形 心 轴 的 惯性 年 J， =1600x310 mm’; HUSTLE s = 150 mm, HE d 
= 20mm, iF AV Ale] 95 MPa。 若 梁 内 前 力 F, = 50 kN, RRR SET A ay 
切 强 度 。 不 考虑 上 .下 两 钢轨 间 的 摩擦 。 


fg -eA 


Rm: 上 .下 两 钢轨 作为 整体 弯曲 时 ,上 面 钢 轨 的 横 截 面 上 全 为 压 应 力 ,而 下 
面 钢轨 的 模 截 面 上 则 全 为 拉 应 力 。 在 横 力 弯曲 的 情况 下 ,由 于 相 邻 模 截面 上 弯 
和 矩 不 同 , 相 应 点 处 的 正 应 力 不 相 等 , 敌 上 ,下 两 钢轨 有 济 其 接触 面 发生 纵 向 错 动 
HES AER PET REA e)s SHB E c 中 为 两 个 ) 承 受 的 前 
力 为 一 根 钢 轨 在 距离 等 于 锦 钉 纵向 间距 *( 图 b) 的 两 个 横 截 面 上 压力 (或 拉力 ) 
<A d), Fi Fr 一 下 1。 为 了 便于 计算 Fi, 可 先 很 想 两 钢轨 在 接触 面 上 处 
处 传递 切 应 力 r ,而 后 将 其 与 接触 面 宽 度 5{ 轨 底 宽度 ) 及 间距 s 相 乘 ,以 得 出 
Fo, Bp 


Fi = tbs (1) 
式 中 ,r 可 由 弯曲 切 应 力 公式 计算 ， 
, FS? 
oor 2) 
于 是 ,每 一 锦 箱 承担 的 前 力 下 为 
, FY , PLS. 
Fo = 7 = bs = ah (3) 
为 了 计算 Fy , 先 计 算 梁 在 锦 钉 前 切 曾 以 上 部 分 横 截 面 ( 即 一 根 钢轨 的 横 截 
LTRS EE PS 。。 和 整个 截面 对 中 性 轴 的 惯性 具 T.: 


a, 


中 ”例如 , 宗 听 腾 编 ( 铀 结构 y ,中 国 建筑 工业 出 版 社 ,1991 年 。 
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Siw = A -c = 8000 mm’ X 80mm = 64 x 10‘ mm = 640 x 10° m 
I= 2(I + A» c?) = 2[1 600 x 10° mo + (8 000 mm*)(80 mm)’ ] 


= 1.344% 10’ mm? = 1.344 x 10 m? 
HE s,F;,S: 和 了 的 值 代 入 式 (3), 得 
(0.15 m)(50 x 10° N) (640 x 10° m') _ 17.86 x 10? N = 17.86 kN 


ere 


2 x 1.344 x 10 m 
由 已 知 的 d =20 mm= 20x10 m 和 和 求 得 的 FS ,得 锦 困 内 的 切 应 力 为 


F; 
r= =f = Exes wm = 56.9 x 10° Pa = 56.9 MPa < [z] 
x — x (20 x 107 m) 


由 此 可 见 rer 力 满足 强度 条 件 。 
ll. BE BASH TK 


RSC He iy AS AT 28 CR 8 -18a), 由 于 被 连接 件 (钢板 ) 的 转动 趋势 ,每 
一 锦 杀 的 受 力 将 不 瑚 相同 。 令 锦 钉 组 横 截 面 的 形 心 为 O 点 (图 8 一 18b) ,假设 
钢板 的 变形 不 计 ,可 视 为 刚体 。 于 是 ,每 一 锦 钉 的 平均 切 应变 与 该 铮 钉 截 面 中 心 
(WARBRZORMEAREK, FRUATSTHTMABRHA. AY 
WAT Ay UT fon FE TE E, EE ET RA SET RD Cn A 或 B 点) 至 
锦 钉 组 的 截面 形 心 O 点 的 距离 成 正比 ,其 方向 一直 于 该 点 与 O 点 的 连 线 ,而 每 
一 锦 钉 上 的 为 对 O 点 力矩 的 代数 和 就 等 于 钢 梳 所 受 的 转 弟 M.( 图 8 一 18b), 即 
M,= Fe= > Fa, {b} 

APF, ARET: ETR ARMERET DETARE DER. 


Pa &-~ 18 


对 于 承受 候 心 横向 荷载 的 锦 钉 绢 (图 8 - 19a) ,可 将 偏心 荷载 下 向 锦 钉 组 截 
面 形 心 0 点 简化 ,得 到 一 个 通过 O 点 的 荷载 下 和 一 个 绕 口 ARES ANSE M, = 
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Fe( 图 8--19b)。 若 间 一 锦 知 组 中 等 一 锦 条 的 材料 和 直径 均 相 出, 则 可 分 别 按 式 
(a) 和 (tb) 计算 由 力 FS eM Fo A eM, 引起 的 力 FF , 锦 条 i 的 受 力 为 力 
F AF PRBAL, OE 8- 19b Arm, 


Al & - 19 


RAG ST i 的 受 力 下 后 , 即 可 按 式 (8 一 10) 和 (8 ~12) 分 别 核算 受 力 最 大 的 
锦 钉 的 剪 切 强度 和 挤 压 强度 ,以 保证 连接 的 安全 ， 
例题 8~9 一 饰 条 连接 的 托 架 受 集中 力 下 作用 ,如 图 a 弃 示 。 已 知 外 力 下 


= 12 kN, HA d = 20 mm, 连 接 为 措 接 。 试 求 受 力 最 大 的 铀 钉 剪 切面 上 的 
切 应 力 。 


例题 8-9 图 


解 : 托 架 的 钙 钉 组 对 称 于 x 轴 , 转 动 中 心 为 饥 钉 2 与 锦 钉 5 的 连 线 与 BH 


HERO. 与 + 轴 对 称 的 锦 钉 受 力 相同 , 故 可 取 > 办 的 上 边 或 下 边 作 为 研究 对 
象 。 现 研究 其 上 边 ， 


C1) Fy F 向 转动 中 心口 点 简化 ,得 力 五 和 力 偶 抵 
M, = 12x 10° NX 0.12 m = 1.44 x 10° Nem = 1.44 kN-m 
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(2) 在 通过 锦 钉 组 截面 形 心 的 力 五 作用 下 ,每 个 锦 钉 -上 所 受 的 力 相等 , 即 


FF (1) 
(3) 在 力 侦 年 M, 作用 下 ,其 所 项 受 的 力 FURAHA HORER > 成 正比 : 
FI or | 
FY 7 Fa | 
, > (2) 
F, o F] | 
Foy! 


REFERENSE = M.A 
2F ir, + 2For,+2Fyr, = M, 
再 将 式 {2) 代 人 上 式 , 可 得 


2F 2F 2s or, Blu. 
ry Py 
由 此 解 出 
a M ry 
Fos oy tt 3 
2(r} + ra + 六】 (3) 
其 中 


ri = Vai ty? = (0.04 m) + (0.04 m) = 0.0566m 
ro =y zi t+ yi = ¥0+4 (006m) = 0.06m 
re =y rity = V(-0.04m) + (0.08 m) = 0.089 4m 
将 这 些 数 据 代 人 式 (3) ,得 到 


Fr’ = (1.44 x 10° N- m) x 0.0566m 
'  2[(0.0566m)’ + (0.06m) + (0.0894 m)? | 


= 2.754 x 10° N = 2.754 kN 
同 理 可 得 
F = 2.928 kN, F°, = 4.344 kN 
求 得 F, 和 所 后 , 便 可 绘 出 每 个 锦 钉 的 受 力图 {图 b}. BPS Reo, 
得 出 每 一 锦 钉 的 总 剪 力 的 大 小 和 方向 。 经 比较 得 知 网 钉 1 和 锦 钉 6 的 受 力 最 
大 ,其 值 为 =4.41 kN。 该 锦 钉 前 切面 上 的 切 应 力 为 
_ Fi _ 4.41 x10°N 


x = 14 MPa 
x 60.02 m) 


88-7 FE Ei 


ERER. ORT RIE SEES) RM, MSHS 
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a pm 一 


SE tA A IR A EE = BH SP HOPS 8-20a, b A c PAN 


beets 
AE ih 
ma 

(a) 


图 & — 20 


ERARI ERP BR a, Ok, IF Bk a 
坏 或 其 他 因素 引起 结构 的 突然 破坏 。 棒 齿 连接 应 核算 木材 的 压缩 强度 A 
BE ADL PGR SE , 现 分 述 如 下 

樟 接 处 木材 的 压缩 强度 条 件 为 


Fy 
cz = a Sia], (8 — 13) 


式 中 ,Fw 为 承 压 面 的 压力 ;4.。 AHR ER 8-200 的 双 齿 连接 
中 ,应 取 酚 个 齿 的 承 压 面 面 积 之 和 ;[ sj, 为 木材 的 斜纹 许 用 压 应 力 ,其 中 下 标 a 
为 压力 Fy SREE. 

斜纹 许 用 压 应 力 按 设计 规范 取 为 

X a<10’, [ela = [e] (8 — 14a) 
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0 < a 90°, [a l, = oi (8—14b) 
1+ (ea -1 sin a 
WH lo, AAR RO eee A As le IAP I se WH RK 
fH] BY $ HY - 
WE HE Ah ROE AA BY bse BE 9B AE 
r= SKI (8 — 15} 


AHF 为 前 切面 上 的 前 力 ;A. Ae SL, E E 8 ~ 20c 的 双 齿 连接 中 ， 
JOB Res oA BOA = a (CIA AME A K, 为 考 
bee ey BY DO ET HSE ve 0 9} th A A Be, A FEHB 1 选用 。 
AAS SAA SR RE SE A RR. 值得 注意 的 是 ,木材 的 许 用 应 力 
不 仪 和 应 力 与 木 纹 间 的 夹 角 大 小 有 关 , 而 且 与 温度 ,含水 率 , 荷 载 作 用 时 间 以 及 
木 节 、 裂 纹 等 缺陷 有 关 , 因 此 ,为 安全 计 , 木 材 的 许 用 应 力 通 常规 定 得 较为 保守 。 
有 关 的 讨论 可 参阅 《 木 结构 设计 手册 》? 等 资料 。 
MS-1 MRAK K, 


例题 8 一 10 ÉR B8 -20b FFR AIK i AEE E E e, E ERTEN 
F, = 7OKN, AHTS FRIRE = 30", COP REE REE 5 = 200mm ,高 
BE h = 300 mm; 木 材 的 许 用 拉 应 力 [oj 10 MPa, 斜 纹 许 用 压 应 力 [v jw = 5.0 
MPa MM SCE ATE AE] = 1.2 MPa. GRA RE PSE ah ARE 8 .下 弦 杆 末端 长 度 
ESER B F ITAA Ae eot hR E. 
RE: (1) eer BR SP Fe r fi Ak Ag E AA EE 
Fy 


r 
F. = 一 F; — Te day 


b cos 30” 


F, cos 30° (70 x 10°N) x 0.866 
ð = = e o = a = 
blo. lu (0.2m) x (5 x 10° Pa) 0-061 m = 61 mm 


(2) BRS RE aR F PAF o BY EITE AE A fF: 


Feos 30" L., 
rp ERL] 


O (CRER FAHR a CA FE, PEST We aR 1981. 


èm 
att 
i 
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式 中 , 取 K, = 1.0.78 


~, F, cos 30° (70x 10° N) x 0. 866 _ a 
i 2 blr] == (0. 3 m) x 1. >>. ia* rom :) = 0.252 m 252 mm 
(3) Æ F SE FF Bil 55 Sb Re A A i fP R FE : 


F.cos 30° (70 x 10° N} x 0.866 


blh- 8) (0.2m) x (0.3m~-0.061 m) 
=- 1.27 10° Pa = 1.27 MPa < [oe] 
LT UL a ft ee Bee ch TA A SR SRA, 


思 = wi 

8-1 试 癌 双 对 称 截面 梁 在 购 相 互 垂直 的 平面 内 发 生 对 称 弯曲 时 ,采用 什么 样 的 截面 形 
Ri ASB? 为 什么 ? 

8-2 MM MARES MSH REAR ACRE ERR HEH 
WALKER A? | 

8-3 某 工厂 收 理 机 器 时 ,发 现 SHMBRRDRR—-WA—-bBR, ATEEN 
扩展 ,有 人 争议 在 裂纹 尖端 处 钻 … 个 光滑 小 圆 孔 即 可 (图 a) ,还 有 人 认为 除 在 上 述 伺 置 钻 孔 
外 ,还 应 当 在 其 对 称 位 置 再 钻 一 个 同样 大 小 的 贺 孔 (图 b), 试问 哪 - .种 作法 好 ? 为 什么 ? 


ay ty BES 
F = F F = 
(a) (b) 


te 5 T 3 图 


8-4 由 16 号 工 字 钢 制 成 的 简 支 滩 的 尺寸 及 荷载 情况 如 图 所 示 。 央 该 洪 强 度 不 足 ,在 
紧 益 支 座 处 焊 上 钢板 ,并 设置 钢 拉杆 AB OR. DLT Be 4 ,钢材 的 弹性 模 量 


为 。 试 写 出 在 考虑 和 不 考虑 梁 的 轴 向 压缩 变形 时 ,求解 钢 拉 丁 轴 力 的 过 程 。( 注 :分析 时 拉 
慎 长 虚 可 近 伏 等 于 两 支 座 间 的 距离 。) 


HPs 418 
8-5 BAY HAM CR ER LOS ee M, AM. ., 试问 是 和 否 必 须 用 应 力 枉 加 
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8-6 一 折 杆 由 直径 为 4 的 Q235 贺 实 心 加 截面 杆 枸 成 ,其 受 力 情况 及 尺寸 如 图 所 示 ， 
知已 知 杆 材料 的 许 用 应 力 [o], 试 分 析 村 AB 的 危险 截面 及 危险 点 处 的 应 力 的 态 ,并 列 出 强度 
条 件 表达 式 、 


思考 题 8 一 了 图 SSM 8-5 图 


8-7 试问 在 图 示 锦 接 结构 中 ,为 是 怎样 传递 的 ? 


ESI NAAN 


ste Z Rekki 


ENS NAAN 


Wilh 


就 考 题 8- 7 图 


8-8 RAER SPRAWE? 为 何 挤 压 许 用 应 力 大 于 压缩 许 用 应 力 ? 

8~9 者 思考 题 8- 了 图 中 所 示 各 锣 钉 的 材料 相 阿 促 直 径 不 同 , 或 者 直径 相同 但 材料 不 
同 ,试问 能 理 仍 用 式 (8 - 9) 来 计算 各 钢 钙 上 的 切 应 力 ? 

8 一 10 茶 木 桥 上 的 冬 支 柱 是 撑 首 椒 木 垫上 的 ,而 樟 木 垫 又 通过 齿 形 神 将 力 传 递 给 桥 桩 ， 
EMR. ASHRAM ER, 


=<] FA SA Xo 
“6 


思考 题 8- 10 图 
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习 题 
8-1 MNS LSPS SARA. BA -0.8mF 二 2.5kN,E,=1.0 
kN, 试 求 危险 截面 上 的 最 大 正 应 力 : 


>] Big - 1 A 


8-2 受 集 庆 为 了 的 均 布 背 载 作 用 的 托 形 截面 简 支 梁 ,其 荷载 作用 面 与 浴 的 纹 向 对 称 
面 间 的 夹 角 为 a 二 30", 如 图 所 示 , 已 知 该 梁 材 料 的 弹性 模 量 EE = 10 GPa; 梁 的 尺寸 为 = 4 


mf > l60mm,4 T 120 mm; HA Ao )] — 12 MPa: PEAT ES we] = a ist BE KOR i aS BE 
和 刚度 。 


q=2 kN/m 


“Ji 8-2 


8-3 BERZE HH 下 作用 如 图 所 未 。 已 知 横 截面 的 直 和 从 D=120 mm, d = 30 mm, 
材料 的 许 用 应 力 [o] = 160 MPa. 试 求 中 性 轴 的 位 置 ,并 按照 强度 条 件 求 粱 的 许可 荷载 [下 ] 。 


习题 8 -3 图 
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$-4 Hr -Hi AR RPO KEY 24m REA XO. nH SHE 
H.y- 2kNim, ERM HAAS PKR LRAT OBA RY N. 


“J 8-5 |e 


8-5 BPR REE, FP ABA ISSUER REE Y/-2.6m,. RRS = 
25 kN 作用 在 AB AS DAD FARREN: ROEM ORE RT, 

8-6 FRA As 30m ERR m- m HP, am, AE dd. -2m, 8H Pi = 
2000 kN, 受 gg 一 1 kNim 的 风力 作用 ， 试 求 :; 

(1) HHR NE RE LMR AEH 

(2) AR BAS RETE ho- dm. RH RUA AEP, =1000 kN 计算 ,土壤 的 许 用 压 
MJ} .¢]=0.3 MPa, AVA D 应 为 多 大 ? 

注 : 计 算 风 力 时 ,可 路 去 烟 千 宜 径 的 变 北 ,把 它 香 作 是 等 截面 的 。 


“Ye &§— 6 R 


8~7 RU R Bae RRR axb HE BR, MK RY fay RS 
的 来 紧 力 下 =16 kN ,材料 的 许 用 应 力 " =] - 160 MPa, Be — 20 mm, fab FE e= 140 mm. 
DAK Sr BEF b, 

8-8 MRE RHADRAEMA. HF 与 村 的 轴线 平行 


GG 


习题 3 - 7 48-8 图 


8-9 -EAH 1.2m BHO 3m HR LRA FERS Ae KA 
HA, 试 求 ， 

(i) SRA SRA Rm AT ARAB MARRY 
2.45 kgm}; 

(2) MRERBRMt PRA Alm AI KA A AER? 

8-10 SHAFER CARER tA 40mm 5mm, ERR F = 12 kN。 
现 拉杆 开 有 切口 Atte AA PRR) 100 MPa 时 , 试 确定 切口 的 最 大 许可 
深度 ,并 给 出 切 白 截面 的 应 旋 变 化 图 。 


Af 
F 7 F 纺 
- ———— _。 - —— ee zE 
L E 
Al L5 
A-A 
>i R-i 


3- il -AAmir H ERA GE e = 20 on tR AeA 70 mm, 许 用 拉 应 
Jiel ¥ 120 MPa。 试 求 杆 的 许可 偏心 拉力 值 。 

8-12 BR-RMRABA Wein ,已 知 雯 背 草 受 的 土 压 力 下 =137kN ,并且 与 
HERRE eo - 45.7 RRO EE 2.35 kein’ .其 他 尺寸 如 图 所 示 ， 试 取 1 m 长 的 墙 
体 作 为 计算 对 象 , 计 算出 作用 在 截面 AB LAR AB ASHER, MMR 
wa, A 3.5 MPa ARAA @, JA 0.14 MPa, it ERIE RUG. 

8-13 试 确定 疼 基 十 字形 截面 的 截面 核心 边界 

8-14 RASC RRA RMB OW. 

8-15 HBR Awe ARP RON RE do 5S0 mm。 试 画 出 表示 A 点 处 应力 状态 
AUK ,并 求 其 主 应 力 及 最 大 切 应 力 。 
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一 m2 


8-16 SARS ESE D=60 mm 的 空心 阅 柱 上 ,所 受 的 最 大 风 载 p=2 
kNim ,La] 二 560 MPsa。 试 按 第 三 强 讶 理论 选 定 空心 柱 的 厚 谋 。 


4 m 


ace + 


b 
-m 
Wy 


Shsmp.om rem Tl 03n 


习题 8 一 15 图 


“JS — 16 图 


8-17 —FRR EMAAR. 已 知 轴 的 直径 d = 25 mm, 材料 为 Q235 钢 , 其 许 用 应 力 
[o]=80 MPa。 试 按 第 四 强度 理论 求 统 车 的 最 大 起 吊 重 基 P. 


3-18 图 a 所 示 的 齿轮 传动 装置 中 ,第 II 轴 的 受 力 情况 及 尺寸 如 图 b 所 示 。 轴 上 大 具 
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m8 17 A 


RE) RAE r = 85 mm, 受 周 向 力 F 和 径 向 月 了 ,作用 ,月 下 = 0.3647, ;小 齿轮 2 的 半径 
r,=32 mm, RAHA Fw FEN, BF, =0.364F,, 已 知 轴 工作 时 传递 的 功率 P 
-73.5 kW n= 2000 rimin, 轴 的 材料 为 合金 钢 , 其 许 用 应 力 [s] = 150 MPa。 试 按 第 三 
强度 理论 计算 轴 的 直径 . 


=} #8 8-18 A 


8-19 一 框架 由 直径 为 a HERR AR SHOR. RAS R LE 
险 点 处 单元 体 上 的 应 力 状 寒 ， 
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‘8-20 两 根 和 直径 为 坟 的 立柱 ,上 ,下端 分 别 与 强 贡 的 项 . 底 块 刚性 连接 ,并 在 两 庙 承 党 
She GBA M,C aS REM HAR AHA HSU RAH BA 


A. 


JM 8-19 & 习题 58-20 图 


8-21 ARBRE LY Ra RA, CAPR D = 32 mm,d = 20 
mm 和 上 = 12 mm, FAI H A! r] = 100 MPa, EFA SAR I A o ] = 240 MPa. 


习题 8 一 21 图 JA 8-22 图 


8-22 水 轮 发 电机 组 的 卡 环 尺寸 如 图 所 示 。 已 知 轴 疝 荷载 下 =1450 kN, 卡 环 材料 的 
WR at e] = 80 MPa, 许 用 挤 压 应 力 .ew] = 150 MPa。 试 对 卡 环 进行 强度 校 核 。 

8-23 正方 形 截面 的 混 肯 土 性 ,其 槛 截面 这 长 为 200 mm, 其 基底 为 边 长 gs=tm 的 正方 
形 混凝土 板 . 柱 承受 轴 向 压力 下 - 100 kN., 如 图 所 示 。 息 设 地基 对 混 妍 土 板 的 支 反 力 为 均 司 
分 布 ,混凝土 的 许 用 切 应 力 为 tr] = 1.5 MPa, RA AHR RSH, RELENT MANE 
RE 3 应 为 密 少 ? 

8-24 图 示 一 螺栓 接头 , CRM F=40kN, Re] = 130 MPa, 许 用 挤 压 
Fé Ls, ] = 300 MEFa， 试 计算 螺栓 所 需 的 直径 。 

8-25 WA F-80kNARR ER WAR. AH b= 80mm, å = 10mm, d= 22mm, 
如 性 的 许 用 切 应 力 [r] = 130 MPa, 钢 板 的 许 用 挤 压 应 力 " ou ] = 300 MPs, 许 用 控 应 力 [a]= 


ee 


习题 8 -25 图 


170 MPa, ih Bee Ek GR AE 


8-26 两 直径 了 =- 100mm MAR RARER EA 8 RB D, = 200 
mm 的 贺 周 上 ,如 图 所 示 . 已 知 轴 在 扭转 时 的 最 大 切 应 力 为 ?0 MPa, MRA] 
= 60 MPa. ROR M4 TE HELE d 

3-27 —# RMA R. CMSA F = 35kN, SESH AB d= 20mm, SRK 
接 。 试 求 最 危险 的 锦 钉 前 切面 上 切 应 力 的 数值 及 方向 。 

8-28 跨 长 1=11.5m 的 临时 桥 的 主 梁 ,由 两 根 50b BLE RARE R( Bb). W 
受 均 布 载荷 q 作用 ,能 够 在 许 用 正 应 力 io] 16S MPa FILE. COMET f= 23 mm it 
用 切 应 力 [rj= 95 MPa, 试 掖 前 切 强度 条 件 计 算 锦 条 间 的 最 大 间距 so 
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习题 8-26 图 


(a) 
3SH8-277 图 习题 8 一 28 图 
"8729 BR RRANHT HOR LUMBAR. CAPRA F=s0kN, BORE p= 


250 mm, RA Ro LER VE ABTA it Ce, ] = 10 MPa, MEL HE Hr] =1 MPa。 试 求 接头 
处 所 需 的 尺寸 上 和 as。 


习题 &-295 图 


所 示 。 ROR At BaF FRE AY Hlo, Jae =5 MPa, Mirit A Hy! r| =0.8 MPa, tE M #7 


RAED FY = 20 kN。 试 按 强 度 条 忻 确定 棒 舌 的 高 度 #( 即 棒 接 的 深度 ) 和 下 蓄 桂 未 
WHER la 


习题 8 -30 网 
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第 九 章 压 杆 稳定 


$9-1 压 杆 稳定 性 的 概念 


在 轴 疝 拉 仲 { 压 端 ) 杆 件 的 强度 计算 中 ,只 需 其 横 截 和 面 上 的 正 应 力 不 超 过 材 
料 的 许 用 应力 ,就 从 强度 二 保证 杆 件 的 正常 工作 ， 介 在 实际 结构 中 , 受 压 杆 件 的 
模 截 别 玉 十 一 般 邦 较 按 强度 条 件 算出 的 为 大 , 甘 其 模 截 面 的 形状 往往 与 梁 的 横 
截面 形状 相仿 :， Ban, ATS A EK FF EAT RC 9 — a) J 房 钢 柱 的 截 
面 (图 9- 1b) 等 .其 原因 可由 一 个 简单 的 实验 来 加 以 说 明 。 


图 9-1 


取 一 根 长 为 300 mm 的 钢板 尺 , 其 机 截面 尺寸 为 20 mm x 1 mm。 和 车 钢 的 许 
用 应 力 为 [a] = 196 MPa, 刚 按 强 度 条 件 算得 钢 久 所 能 好 受 的 轴 向 压力 应 为 

F = (196 x 10° Pa}(20 x 10 *> mx 1 ™« 10 m) = 3920N = 3.92 kN 
HAAR Zee LSA PRE EOS AAS 40 N 时 SIR RRR 
Jo A PIETER 3.92 kN 小 两 个 数量 级 。 当 钢 尺 被 明显 压 弯 时 ,就 不 可 能 
田 刁 扯 更 大 的 压力 由 此 可 见 , 钢 尺 的 承载 能 力 并 不 取决 于 轴 向 压缩 的 压缩 强 
E ,而 是 与 钢 尺 受 压 时 变 杰 有 关 。 为 此 项 提 高 压 丁 的 弯曲 刚度 。 同 理 , 将 一 张 平 
MH RACE RAR LA RRO) ERR A. 但 若 把 纸 片 折 成 类 似 于 角钢 的 
形状 ,就 须 在 其 顶端 放 上 一 个 轻 奢 码 , 才 能 使 其 变 灾 。 而 若 将 纸 片 卷 成 圆 简 形 ， 
则 昌 放 上 一 个 轻 页 码 , 也 不 能 使 其 变 窒 。 这 就 表明 , 压 村 是 否 变 弯 ,与 杆 横 截面 
的 寄 曲 刚度 有 基 。 而 且 , 实 际 的 还 村 在 制造 时 其 轴线 不 村 避免 地 会 存在 初 曲率 ， 
作用 在 压 杆 上 的 外 力 的 合力 作用 线 也 不 可 能 党 无 偏差 元 与 杆 的 轴线 相 重 合 .于 
丁 的 材料 本 身 也 不 可 避免 地 存在 不 均匀 性 。 这 些 因素 都 可 能 使 压 杆 在 外 压力 作 
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用 下 除 发 生 轴 向 压缩 变形 外 ,还 发 生 附 吉 的 弯曲 变形 。 为 便于 说 明 问题 ,时 将 这 
些 因素 用 外 压力 的 售 心 来 模拟 ， 压 杆 存 偏心 讨 力 作 有 内 下 ,即使 偏心 距 很 小 ,下 村 
的 次 晶 变 形 一 一 查 曲 变形 也 右 可 能 随 着 压力 的 增 大 而 加 速 增长 ,并 逐渐 转化 为 
主要 变形 ,从 而 导致 讨 杆 老 央 承载 能 力 。 

如 上 记述, 实际 压 杆 受 于 力作 用 时 ,将 会 发 生 不 同 程度 的 奈 弯 现象 。 但 在 对 
让 村 的 承载 能 力 进行 理论 研究 时 ,通常 将 床 杆 抽象 为 由 均 质 材料 制 成 .轴线 为 直 
线 旦 外 压力 作用 线 与 讨 杆 轴线 重合 的 理想 * 中 心 受 压 直 杆 " 的 力学 模型 。 在 这 一 
力学 模型 中 ,由 于 不 存在 使 庄村 产后 弯曲 变形 的 初始 因素 ,因此 ,在 轴 向 压力 下 
A OP REE SMER. AE. OP AED ET EE EAE KS ER I 
(9 2a PRHA PG RRA IM - 
eh A BEE] 7 CE 9 - 2a 中 的 力 FO, ER AE e 
SEEE ,然后 撤去 横向 力 ， 实 验 表明 , 当 轴 癌 i 
力 不 大 时 ,撤去 横向 力 后 , 杆 的 轴线 将 恢复 其 原 ' 
来 的 直线 平衡 形态 (图 9 -2b), MEARE, |! 
态 下 的 平衡 是 稳定 的 平衡 ; 当 轴 向 力 增 大 到 一 1 
定 的 界限 秆 时 ,撤去 横向 力 后 ,村 的 轴线 将 保持 i 
弯曲 的 平衡 形态 ,而 不 再 恢复 其 原 有 的 直线 平 
ir Jt £5 (PA 9 - 2c), 则 讨 杆 原来 在 直线 形态 下 的 
平衡 是 不 稳定 的 平衡 .中心 受 压 直 杆 在 直线 形 
态 下 的 平衡 ,由 稳定 平衡 转化 为 不 稳定 平衡 时 
所 受 轴 疝 压力 的 界限 值 , 称 为 临界 压力 ,或 简称 图 9-2 
临界 力 , 并 用 Fos. PDR AAP EMG J 
F.. 作 用 下 ,其 直线 形态 的 平衡 开始 丧失 稳定 性 ,简称 为 失 稳 ， 

必须 指出 ,通常 所 说 的 庄 杆 的 稳定 性 及 其 在 临界 力 上 .作用 下 的 失 稳 ,是 就 
中 心 曼 压 直 杆 的 力学 模型 而 言 的 。 对 于 实际 的 压 杆 ,由 于 存在 前 述 几 种 导致 压 
杆 受 压 时 弯曲 的 因素 ,通常 可 用 偏心 受 讨 直 杆 作为 其 力学 模型 。 实 际 压 杆 的 平 
痪 稳定 性 问 同 是 在 偏心 压力 作用 下 , 杆 的 弯曲 变形 是 否 会 出 现 急剧 增 大 而 丧失 
正常 的 承载 能 力 。 关 于 这 类 问题 ,将 在 《材料 力学 (I1)》 的 第 四 意 中 详 加 讨论 。 

压 杆 失 稳 的 概念 在 中 心 受 压 直 杆 的 力学 模型 中 与 在 偏心 受 压 直 杆 的 力学 模 
型 中 是 截然 不 同 的 。 本 章 主 要 以 中 心 受 压 让 杆 这 一 力学 模型 为 对 象 ,来 研究 下 
杆 平 稀 稳 定性 的 问题 及 其 临界 力 F HHE., 


59-2 细 长 中 心 受 压 直 杆 临界 力 的 欧 拉 公 式 


AB TS BY AP oS Se E E AP Et 界 力 作用 下 ,处 于 不 稳定 平衡 的 直线 形态 下 ,其 材 
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料 仍 处 于 理想 的 线 弹 性 范围 内 ,这 类 稳定 问题 称 为 线 弹 性 稳定 问题 。 

PLA OA ae BRI BE .长度 为 ! 的 等 截面 细 长 中 心 受 压 直 杆 ( 图 9- 3a) 为 例 ， 
推导 其 临界 力 的 计算 会 式 。 由 前 所 述 , 中 心 
有 党 压 直 杆 在 临界 力作 用 下 将 在 微 读 形 访 下 维 
PF A. REEE FT AIM R E AA 下 .作用 
FAS -3a PRN A HERA. ER, E 
杆 任 一 x+ RM AB Aw = fr), 
BRAHES S -3b A 

Mir) = Fw (a) 
BEM EAS HR 84-2 中 的 规定 ,压力 
FWA, RE w 以 沿 y 轴 正 值 方 向 省 为 
IF 。 

REE M(x RACS- 2) a BH 
的 近似 微分 方程 为 

Elw =- M(x) =- Flow (b) 


其 中 工 为 压 杆 横 截面 的 最 小 形 心 主 价 性 矩 。 Mo- 
将 上 式 两 端的 除 以 Ei ,并 令 
了 
一 (c) 
MEREKA RARER OTE 
w + kwi (d)} 
其 通 解 为 
w = Asin kr + Beos kr (e) 


WP AB AL 三 个 待定 常数 可 用 挠 曲线 的 边界 条 件 确定 。 
由 x =0,w=0 的 边界 条 件 ,可 得 日 =0。 由 工 = 亏 ,zw= 8(8 为 挠 曲线 中 点 


的 挤 度 ) 的 边界 条 件 ,可 得 


他 
sinCRI2) 


最 后 ,由 和 常数 A,B 及 r= 1,zw=0 的 边界 条 件 , 得 
= yin ki = 28cos( bifa) (f} 


FARE 8 =0 R cos(ki/2} =O MAHER, ER, E =0, 则 还 杆 的 轴线 并 非 
微 窒 的 挠 曲线。 和 窝 使 压 杆 在 微 弯 形态 下 维持 平衡 ,必须 有 


ki 
COS > = Ü (g) 
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即 得 
Ei nn 


fa = 1,3,5,°::) 


2 2 
其 最 小 解 为 n = 1 时 的 解 ,于 是 


F. — 
Ki= api = x (h) 


(9 ~ 1) 


EA BI PA Sit BR I BE Se CRS Po BE Se) PP OD BA Ott 
BAX. 由 于 上 式 最 时 由 琶 拉 ( 工 .Euler) 导 出 ,所 以 ,通常 称 为 欧 拉 公 式 。 

在 ki =x TED F sin 42/2) =sin(e/2) = 1. KH RR A,B 及 式 (e) 可 知 ， 
挠 曲线 方程 为 


即 得 


w = ésin 22 ti) 


i 
即 挠 曲线 为 半 泪 正弦 曲线 。 
应 该 指出 ,在 以 上 求解 过 程 中 , 乒 曲 线 中 点 挠 度 8 是 个 无 法 确定 的 值 , 即 不 
论 8 为 任何 微小 值 , 上 述 平衡 条 件 都 能 成 立 ,似乎 压 杆 受 临 界 力 作用 时 可 以 在 
微 穹 形态 下 处 于 随 过 平衡 (或 “中 性 平衡 ”) 的 状态 。 事 实 上 这 种 随 遇 平 衡 状 态 是 
不 成 立 的 ,3 值 之 所 以 无 法 确定 ,是 因 在 推导 过 程 中 使 用 了 挠 曲线 的 近似 微分 方 
程 。 


若 采 用 挠 曲线 的 精确 微分 方程 
dd MHZ  Fy,w ， 
ds El EI (i) 
将 该 式 两 边 对 ; 取 导 数 ,并 注意 到 人 = sin 9, 其 中 9 为 挑 曲线 的 转角 , 则 有 
de F, . 
qs? =- Er sin @ (kì) 
HEA n A ER P A E O SR AF ZARARA 
2/27 ÍF 1{F 
8 = twit poii- alei) (1) 


AOAR 9— 4a 中 的 曲线 AB 来 表示 , 即 曲线 在 A 点 处 的 切线 是 水 平 的 ; 当 
人 Fw 时 , 压 杆 在 微 计 平衡 形态 下 ,压力 F SE o 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 。 


ESTES ot OT BH Timoshenko, S. Theory of Elastic Stabihty, p- 70 ~ 74, McGraw-Hill Book 
Company, Inc. 1936. 
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8B 
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(a) 
PA O- 4 


$9 一 3 不 同 杆 端 约束 下 细 长 压 杆 临界 力 的 
BREAN + 压 杆 的 长 度 因数 


不 同 杆 问 约束 下 细 长 中 心 受 庄 直 术 的 临界 力 表 达 式 ,可 通过 类 似 的 方法 推 
Fe 本 节 给 出 几 种 典型 的 理想 支承 约 昌 条 件 下 , 细 长 中 心 受 压 直 杆 的 欧 拉 公 NEEN 
HIERE 9-1), 

9-1! 各 种 支承 约束 条 件 下 等 截面 细 长 压 杆 临 界 力 的 欧 持 公式 
mens | 
| mee rea E 


一 -一 - + -—_ _} -一 — + L 


en TB | mbes 


ob EB at Ep ah ot 


Le, Ta — Fe ai 


Ce 
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由 表 9- 1 所 给 的 结果 可 以 看 出 ,中 心爱 于 直 杆 的 临界 力 F, 受 到 杆 端 约 
PR NOD AS th). FRR BR PPM SE RK, AR a. 
TAREHE oe TOL AAR PD Ss Se tht A BY Ba ak > KO aR BE h E 
IÑ: 

x El 

= FE (9 - 2) 
忒 中 ,因数 p 称 为 讨 杆 的 长 度 因数 ROA K of 称 为 原 压 杆 的 
相当 长 度 , 其 物理 意义 可 以 老 9- 1 中 各 种 杆 端 约束 下 细 长 压 杆 失 稳 时 接 曲 线形 
状 的 比拟 来 说 明 :由 于 床 杆 类 稳 时 挠 曲线 上 拐点 处 的 弯 扼 为 零 , 故 可 设想 拐点 处 
有 有 - 贸 , 而 将 压 杆 在 挠 曲线 两 损 点 问 的 一 段 看 作为 西端 匀 支 压 杆 ,并 利用 两 映 贸 
EREA HARKE- 1) ,得 到 原 支 承 条 件 下 压 杆 的 临界 力 FL. RB 
后 之 间 的 长 度 , 即 为 原 压 杆 的 相当 长 度 ue 或 者 说 ,相当 长 度 为 各 种 支承 条 件 
下 的 细 长 压 杆 失 稳 时 , 挠 曲线 中 相当 二 尘 波 二 蓄 曲线 的 一 段 长 度 。 

应 党 注意 , 细 长 压 杆 临 界 力 的 欧 拉 公式 (9 - 1) 或 {9 -2) 中 ,了 RARE 
一 形 心 主 惯性 轴 的 惯性 矩 。 若 杆 端 在 各 个 方向 的 约束 情况 相同 (如 球形 较 等 )， 
则 了 应 取 最 小 的 形 心 主 惯 性 和 矩 。 若 杆 端 在 不 同方 向 的 约束 情况 不 同 { 如 柱 形 
镑 ), 则 了 应 取 挠 曲 时 横 截 面 对 其 中 性 轴 的 惯性 答 、 在 工程 实际 问题 中 ,支承 的 
点 程 度 与 理想 的 支承 约束 条 件 总 有 所 差异 ,因此 ,其 长 度 因 数 o 值 应 根据 实际 
RRS SURE RE ,以 表 9-1 作为 参考 米 加 以 选 版 。 在 有 关 的 设计 规范 中 ,对 各 
种 庄村 的 x 值 多 有 具体 的 规定 。 

例题 9?-1 图 示 一 下 端 固 定 `. 上 端 自 下 并 在 自由 端 受 办 向 压力 作用 的 等 直 
细 长 未 杆 , 盾 长 为 +。 在 临界 力作 用 下 , 杆 失 稳 时 有 可 能 
在 ry 平面 内 维持 微 穿 状 态 下 的 平衡 ,其 弯曲 刚度 为 
El, ESHA A F ARAA, OR RAT AOE 
线 方 程 。 

解 : 根据 杆 端 约束 情况 , 杆 在 临界 力 FF 作用 下 的 措 
曲线 形状 如 图 所 示 。 最 大 挠 度 8 发 生 在 杆 的 自由 端 。 
由 临界 力 引 起 的 杆 任 意 x 横 截面 上 的 弯 矩 为 

M(x) =~ F lẹ- w} (E) 
KP, w 为 该 可 截面 处 杆 的 找 度 。 将 式 (1) 代 人 杆 的 所 
曲线 近似 微分 方程 即 得 
Elw =- M = F, (8 — w) (2) 
将 式 (2) 称 项 ,并 简化 后 得 
w tk w = Be (3) 例题 9- 1 图 


$e ——— - 
一 一 一 rr re, 
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APA? = 7。 微 分 方程 的 通 解 为 


w = Asin kr + Beos kr + ô (4) 
上 式 中 的 待定 常数 A ,B, 可 由 挠 曲线 的 边界 条 件 确 定 : 
在 = 上 处， wi=O, w =O 
E x =i Ak, wd 
将 式 (4) 取 一 阶 导 数 后 可 得 
w = Akcos kr ~ Besin kr (3) 


EU AR RE x =0.w =0 代 大 式 (5), 得 A =0。 YEAR RIE r=0,w=0 4 
人 式 {4)} ,得 B= -SG。 于 是 , 式 (4) 可 写作 


w = (I — cos br) (6) 
最 后 将 边界 条 件 re =i wid 代 大 式 (6), 即 得 
6 = ll - cos k} (7) 
RETE He RR RE 
cos ki = 0 (8) 
从 而 得 到 
éi = nnf? (n = 1,3,5,9) (9) 
EH RA kd = S BOE RAPE DF, 9 HE ZS aR 
_wKET FEI 
4h (ory (10) 


Ph b= IRAR). BOE it HET AD a BH BO EK 


7 


w = afi ~ cos 55 | 


2d 

式 中 ,8 ART ee AY OD BEE ,其 值 不 定 。 

例题 9-2 图 a 示 一 下 端 固定 .上 端 铵 支 .长 度 为 7 的 细 长 中 心 受 压 等 直 
杆 , 杆 的 弯曲 刚度 为 EI 。 试 推导 其 临界 万 下 .的 欧 拉 公 式 SER REPS Be 
程 ， 

解 : 在 临界 力 .作用 下 ,根据 压 杆 的 约束 情况 ,其 挠 曲线 形状 将 如 图 所 示 。 
在 上 端 支 午 处 , 除 临界 力 FIA KEH F, 作用 (图 b)。 因 此 , 杆 的 任意 z BR 
截面 上 的 弯 矩 为 

Mir) = Faw- Fi(i- x) (1) 


将 M(z+) 代 人 杆 的 挠 曲线 近似 微分 方程 ,并 经 简化 后 , 即 得 


n F 
w tk yu = k Cl ~ r) (2) 
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例题 9-2 图 


fhe = Te. ay RN LAD 


一 


F 
w = Asin kr + Beos kr + rsf 一代 


Fa 
其 -一 阶 导 数 为 
w = Akcos br 一 Bksin kr 一 F 
H 2 Hy R E E fee eg eh PARR AE r50, w =0, 可 得 
F, 
A= EF, 
区 由 边 异 条件 zx =0,w=0, 可 得 
F 
B=- p 


HES (6) ARP A,B AEG), AS 


F, 1 r 
w = riz sin kr — feos Ar + (I 一 x) | 


HEE AE A RIE rE, w0, 


cr 


p 
= (7 sin Al ~ Loos k | = 0 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 
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Tsin Ri ~ fcos ki ~ Ü (9) 
即 
tan ki = Ai (10) 
Hy itt ff FS 
bi = 4.49 (11) 


M Wig 2 He FRG RP RRA 
_ (4.49) EL TEI 


Be i ~ (0.74) 12) 
RLY k= RAR CT) TE EARNER EN 
w = jin 一 Cos 下 上 (1 一 an (13} 


$9- 4 欧 拉 公 式 的 应 用 范围 .临界 应 力 总 图 


在 推导 中 心 受 压 丰 杆 临界 力 的 欧 拉 公式 时 ,假定 材料 是 在 线 弹性 范围 内 工 
作 的 ,因此 , 压 村 在 临界 力 F.. 作 用 下 的 应 力 不 得 超过 材料 的 比例 极限 o, ,和 否则， 
挠 曲线 的 近似 微分 方程 不 能 成 立 , 也 就 不 可 能 得 到 压 杆 临界 力 的 欧 拉 公 式 。 由 
此 可 见 , 压 杆 临 界 力 的 网 拉 公 式 有 其 一 定 的 应 用 范围 

一 、 欧 拉 公 式 的 应 用 范围 

当 压 杆 受 临 界 甩 Fe 作用 而 在 直线 平衡 形态 下 维持 不 稳定 平衡 时 ,机 截面 上 


的 压 应 力 可 按 公式 o= 于 计算 。 于 是 ,各 种 支承 情况 下 压 杆 横 截 丙 上 的 应 力 为 


F E : 
"A aA ali (93) 
式 中 ,cs 称 为 临界 应 力 ;; = TTA A EPP RAR PE RY AEE Bed 为 压 
杆 的 相当 长 度 .两 者 的 比值 (ut 六) 为 一 量 网 为 一 的 参数 , 称 为 压 杆 的 长 绩 比 或 
RR. HARK MY o ARR) DEPRABKE, RHMERIBH A, 
BD 


a= 4 (9 — 4) 
于 是 , 式 (9 --3)9] 写 作 


Lo AM- FH TRIS tan 8 = 6 BORED dE Rw aaa 49, 
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Ta = xE (9 - 5) 


er A’ 
FARMAN STAM RATA oo, 的 范 赎 内, 才 可 用 欧 拉 公式 (9 一 2) 计 
算 讨 杆 的 临界 力 。 于 是 , 肉 拉 公式 的 应 用 范围 种 表 杰 为 


On = rE =o 
HRT TE 
A > 三 一 = xa =A, {9 — 6) 
b 1 


式 中 ,为 能 够 应 用 欧 拉 公式 的 压 杆 柔 度 的 界限 值 。 通 常 称 Ae, 的 压 杆 为 大 
KEEF RRA. 而 当 压 杆 的 柔 度 <), 时 ,就 不 能 应 用 欧 拉 公式 ,通常 
PR UA ANE EE AT. SR AIR A, 的 大 小 取决 于 压 杆 材料 的 力学 性 能 。 例 如 ， 
对 于 Q235 H, ATR E = 206 GPa,o,=200 MPa, 则 由 式 (9 一 6) 可 得 


jE__ /206x10 Pa 
Ay ® Wa TY 200 x 10 Pa ~ 
因而 ,由 Q235 Fa da Ae ROA AP, RA HHR A S100 时 才能 按 欧 拉 公式 计算 其 
临界 为 。 


H 9-5 
将 式 (9 5) 所 示 压 杆 临界 应 力 o SEIRE 4 间 的 关系 用 曲线 来 表示 ,如 
图 9-5 中 的 双 曲 线 所 示 , 称 为 欧 拉 临 界 应 力 曲线 。 显 然 .图 中 的 实 线 部 分 是 欧 


Jo PPR aE EE dya 0, AIA 7 a] PRAT Ag Gk, a EEIE F,; 作 用 下 处 于 
SOS OF ARTE ARR a A ee LBA ae ET RE ER i. 
Fay F. Ë 
A Ww 


F mas. 
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拉 会 式 适 用 范围 内 的 曲线 in BARBRA AA AA A<A, Be, >a, B 
拉 会 式 已 不 再 和 通用。 

“二 、 折 减 弹性 模 量 理论 

工程 中 所 采用 的 压 杆 绝 大 多 数 不 是 大 和 节 度 庄 杆 。 这 类 压 杆 的 临界 力 的 理论 
分 析 和 实验 研究 是 工程 应 用 中 最 为 关心 的 . 下面 简要 地 介绍 折 减 弹性 模 量 理论 
的 基本 思路 . 

D re IRR cy FMA RESHMA ER MER AK, 图 9 
~ 6a 为 材料 在 压缩 时 的 应 力 - 应 变 曲 线 , 当 应 力 超过 材料 的 比例 极限 o, 时 ,so 
-e 间 的 关系 就 从 线性 转化 为 非 线 性、 在 大 于 比例 极限 o, 的 某 一 :应力 水 平 于 ， 
加 载 时 可 将 so-。 曲线 的 切线 斜率 视 为 该 应 力 水 平时 的 弹性 模 量 , 称 为 切线 弹 
TRE ALE, 表示 。 而 鲫 载 时 的 弹性 模 量 则 巾 序 载 规 律 可 知 , 与 初始 直 钱 段 
的 弹性 模 量 E ARIE], SPAM a <a, 的 中 心 受 斥 直 村 ,其 临界 应 力 oo 
超过 材料 的 比例 极限 o,。 注 意 到 在 临界 力 F, 作 用 下 , 压 杆 从 不 稳定 的 直线 平 
衡 形态 转 到 微 弯 的 平衡 形态 时 ,在 杆 的 横 截 面 上 对 应 于 弯曲 变形 的 受 压 便 , 压 应 
力 要 比 ce-= 了 /4 稍 天 ,而 在 对 应 于 受 拉 侧 的 压 应 力 , 则 比 e 略 有 减 小 ,如 图 9 
一 6b 所 示 。 因 此 , 当 于 村 从 直线 变 到 微 弯 的 平衡 形态 时 ,在 横 截面 上 附加 弯曲 
正 应 力 为 压 应 力 的 部 分 ,材料 的 弹性 模 晤 应 用 加 载 的 切线 弹性 模 量 下, ,而 在 横 
截面 上 附加 弯曲 正 应 力 为 拉 应 力 的 部 分 , 则 应 用 印 载 弹性 模 量 下 。 由 弯曲 变形 
的 平 厦 假 设 可 知 , 压 杆 在 弯曲 时 横 截 面 上 各 点 处 的 纵向 线 应 变 og 沿 y 轴 按 线性 
规律 变化 ,e = yip。 根 据 以 上 所 述 分 别 利 用 瑟 BE, PE ETI EIS AR H E AT F 
弯曲 变形 的 受 压 区 和 和 受 拉 区 内 容 曲 正 应 力 的 表达 式 : 


9-6 
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_r y 
受 压 区 Pg (a) 
ae Fi g, = E jt | 


ATPT, ola ) 为 微 恋 挠 曲线 的 曲率 半径 . 

根据 式 (a} 所 示 的 模 截 面 二 附加 弯曲 自 应 力 表 达 式 ,可 仿照 4 一 4 中 的 两 
个 静 力 第 件 式 (d} 和 (ff) ,确定 弯曲 时 的 中 性 轴 位 置 (不 遂 过 横 截面 形 心 ) ,并 得 到 
Se fA AG RY) OF RR RA EH 


| ej Mir) (b) 


式 中 ,1= IE ARREO z 的 惯性 矩 。 在 上 趟 中 令 
4E,E 


wa = E, 9-7) 
(JE +v E, Y l 
FRE, 为 拆 减 弹性 模 置 ， 于 是 , 式 fb) 可 简写 为 
1 M(x) 
plz) BI Cc) 


这 样 EPR BEA <A, 的 压 杆 , 临 界 力 天 ,的 表达 式 可 仿照 欧 拉 公式 (9- 1) 
写作 
rE] 


Fy = i (9 一 8) 
从 而 ,在 o>, 情况 下 ,不 同 杆 端 约束 时 卜 杆 临界 应 力 so 的 普遍 表 达 式 为 
vE, E x E, (9 9) 


Fa = (Cd) 一 

按 上 式 质 得 的 so, -~ 4 关系 曲线 ,如 图 9-7 中 > ( 即 ASA TERA 
所 未。 

应 该 指出 , 拆 减 弹性 模 量 E RARO- DEAF RRR. HTE 
他 形状 截面 的 压 杆 ,有 , 的 表达 式 并 不 相间 ,因而 ,相应 的 o-a 关系 曲线 也 不 
同 。 图 9-7 了 中 的 另 两 条 曲线 分 别 表示 工 形 和 工 字形 截面 在 a, >o MAI gn A 
关系 曲线 ， 

三 、 压 杆 的 临界 应 力 总 图 

STE A A, Pb SR IR oo, HH RMS RAM ER 1 = 
HIAR. 对 于 ADA, RRA GAT ,临界 应 力 可 按 欧 拉 公 式 (9 - 5), 
Taasi, 的 小 柔 度 压 杆 , 其 临界 应 力 的 计算 有 很 多 环 同 的 观点 , 折 减 弹性 模 电 
理论 仅 是 其 中 之 一 。 当 焉 杆 的 季度 很 小 时 , 按 拆 减 弹性 模 量 求 得 的 临 办 应 力 值 ， 
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图 9-7 
有 可 能 超过 材料 的 届 服 极限 o., 这 时 ,就 应 以 届 服 极限 o, 作为 压 杆 的 临界 应 为 
Seo 综 上 所 述 ,在 不 同 4 范围 内 , 压 杆 的 临界 应 及 oa SRR A 间 的 关系 图 线 如 
图 9 一 8 所 不 ,图 39-8 称 为 于 村 的 临界 应 力 总 图 ， 
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如 前 所 述 ,实际 压 杆 可 能 存在 杆 件 的 初 曲 率 .压力 的 偏心 度 以 及 截面 上 的 残 
余 应 力 等 不 利 因素 ,降低 压 杆 的 临界 应 力 。 然而 , 压 杆 所 能 承受 的 极限 应 力 总 是 
随 趟 杆 的 未 度 而 改变 的 , 杀 度 越 大 ,极限 应 力 值 越 低 。 因此 ,设计 压 杆 时 所 用 的 
许 用 应 力也 应 随 压 杆 莱 度 的 增 大 而 威 小 ， 福 压 杆 设计 中 ,将 压 杆 的 稳定 许 用 应 
力 [s], 写 作 材料 的 强度 许 用 应 力 [e]} 滋 以 一 个 随 床 杆 柔 度 A 而 改变 的 稳定 因数 
g=¢(A), Bl 


lo], = a = ata! = ola; (9 - 10) 
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以 反映 讨 杆 的 稳定 许 用 应 力 随 压 杆 柔 度 改 襟 的 这 一 特点 。 在 稳定 因数 p= 
F(t) 中 ,也 考虑 了 压 杆 的 稳定 安全 因数 =., 随 压 慎 季度 而 改变 的 因素 。 

我 国 钢 结 构 设 计 规 范 根据 国内 常用 物件 的 截面 形式 、 尺 寸 和 加 .LL 条 件 ,规定 
了 相应 的 右 余 应 力 变化 规律 ,并 考虑 了 7] 000 HOES T 96 RRA HR 
ER 9 与 订 度 4 间 的 美 系 值 ,然后 把 承载 能 力 相近 的 截面 归并 为 ab THK, 
根据 不 同 材料 的 导 服 强度 分 别 给 出 abe THRE ETARE 下 的 op 和 值 ( 对 
于 Q235 钢 ,a,b 类 截面 的 稳定 因数 p MHRI-2,9-3 所 示 }, 以 供 压 杆 设 计时 矢 
考 。 其 中 a 类 的 残余 应 力 影响 较 小 ,稳定 性 较 好 ,c 类 的 残余 应 力 影响 较 大 , 基 
Ax BER AT AE bÆ., 

对 于 木 制 压 杆 的 稳定 因数 g 值 ,我 国 木 结构 没 计 规 范 按照 树种 的 强度 等 级 
分 别 给 出 了 两 组 计算 公式 : 

树种 强度 等 级 为 TC17,TC15 及 TB20 Ht, 


a75 p= —+ (9 一 118) 
1+ (5 
80 
A>75 p =+ (9 ~ 11b) 
树种 强度 等 级 为 TCL3,TC11,TB17 及 TB15 时 ， 
A <9] p=— (9- 12a) 
p+ (A 
(és) 
1 >9] p= (9- 12b) 


在 式 (9 一 11) 秋 (9 一 12) 中 ,4 为 讨 杆 的 柔 度 。 关 于 树种 强度 等 级 ,TC17 有 柏木 、 
东北 落叶 松 等 ;TC15 有 红 杉 . 云 杉 等 ;TC13 有 红 松 .马尾 松 等 ;TC11 有 西北 云 
杉 \ 冷 杉 等 ;TB20 AKA .桐木 等 ;TB17 有 水 曲 柳 等 ;TB1S AHA HAS, A 
号 后 的 数字 为 树种 的 弯曲 强度 (MPa)。 

例题 9-3 ARK 3 m PA Sig BR BE eA) od ae Fe BPE, ea BE 110 mm x 
70 mm <7 mm ffi Pit BAR RRR A ,并 符合 钢 结 构 设 计 趣 范 中 的 实 腹 
式 b 类 截面 中 心 受 压 杆 的 要 求 。 已 知 该 杆 材料 为 Q235 钢 , 其 强度 许 用 应 力 为 
(oi =170 MPa。 试 求 压 杆 的 稳定 许 用 应 力 。 

解 : 计算 组 人 台 截 面 的 惯性 化 。 从 型 钢 表 上 查 得 有 关 截 面 的 几何 性 质 ,分 别 
算出 组 合 截面 对 其 形 心 主轴 y ,x HRE Y 

1 =2(153 x 10° mn } = 306 x 10° min’ 

1, = 2[49.01 x 10° mm‘ + (1 230 mm?) (23.6 mm)? 1=235 x 10° mm‘ 

确定 压 杆 柔 度 值 ,由 于 I > 了 ,说 明 压 杆 的 弱 轴 为 y, 强 轴 为 z , 故 应 当 以 


T > 2 S cc oo D S = 


29-2 Q235 钢 a 类 截面 中 心 受 压 直 杆 的 稳定 因数 p 


1. i. 0. | 0.998 
0. 0. 0. 0.988 
0. 0. 0. 0.970 
0. 0. 0. 0.951 
0. 0.934 0.932 0.927 
0.910 0.907 ' 0.904 0.900 0.897 
0.875 0.871 | 0.867 0.863 0.858 
0.829 0.824 0.818 0.813 0. 807 
0.770 0.763 0.757 | 0.750 0. 743 
0.699 0.691 0.684 | 0.676 0). 668 
0.622 0.645 0.607 0. 600 0.592 
0.548 0.541 | 0.534 0.527 0.520 
0.48] 0.475 0.469 0.463 0.457 
0.423 0.418 0.412 U. 407 0.402 
0.373 0, 349 0.364 0.360 ! 0.356 
0.331 0.327 0.323 | 0.320 0.316 
0.295 0,292 0.289 | 0.285 0.282 
0.264 0.262 | 6.259 0.256 0.253 
0.238 0.236 0.233 0.231 0.229 
0.215 0.213 0.211 0.209 0.207 
0.196 0. 194 0.192 0.190 0.189 
0.179 0.177 0.175 0.174 0.172 
0. 164 1.162 0.161 0.159 0.158 
0.156 0.149 0.148 0.147 0. 146 
0.139 0. 138 0.136 0.135 0.134 


a SS Ge co So we a oF 


coos Sess = 


BOL 


mY os 


SHH A 
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f 0. 0 0. 0.994 
ü. | ü. 0 0. | | 0.973 
0. | 0. 0 0. | 0.939 
30 | 0.936 0.932 | 0.9239 0. 0. ü 0. , . | 0.903 
40 0. 899 0.895 0.891 0. 0. 0 0.874 0.870 0.865 | 0.861 
50 | 0.856 0.852 0.847 i. Ò. 0 0.828 0.823 0.818 0.813 
60 0.807 0.802 | 0.797 0. 0. 0 0.774 0.769 0.763 0.757 
70 | 0.75) 0.745 0.739 0. a. 0 0.714 0.707 0.701 | 694 
80), 0. 688 0.681 0.675 0. 0. 0. 0.648 0.641 0.635 0.628 
90 0.621 6.6149 | 0.608 0.601 0.594 0.588 0.581 0.575 0. 568 0.561 
100 0.555 0.549 0.542 0.536 0.529 0.523 0.517 0.541 | 0.505 0.499 
d 
£10 0.493 0. 487 0.481 0.475 | 0.470 0.464 0.458 | 0.453 0.447 0.442 
120 0.437 0.432 0.426 0.421 0.416 | 0.411 0.406 0.402 0.397 0.392 
130 | 0.387 0.383 0.378 0.374 0.370 | 0.365 0.361 0.357 0. 353 0.349 
144) 0.345 | 0.341 0.337 0.333 0.329 0.326 0.322 0.318 0.315 j O31 
i50 0.308 0.304 0.301 0.298 0.265 0.291 0.288 0.285 0.282 0.279 
160 0.276 0.273 0.270 0.267 0.265 0.262 0.259 0.256 0.254 0.251 
170 0,249 0.246 0.244 0.241 0.239 0.236 0.234 0.232 0.229 0.227 
180 0.225 0.223 0.220 0.218 0.216 0.214 0.212 0.210 0.208 0.206 
190 0.204 0,202 0.200 0.198 0.197 0.195 0.193 0.191 0.190 0.188 
200 0.186 0. 184 0.183 0.181 0. 180 0.178 0.176 0.175 0.173 0.172 
210 0.170 0.169 0. £67 0. 166 0.165 0.163 0.162 0.160 0.159 0.158 
220 0.156 0.155 0.154 0.153 0.151 0.150 0.149 0.148 0.146 0.145 
230 0.144 0.143 0.142 0.141 0.140 0.138 0.137 0.136 0.135 0.134 
240 0.133 0.132 0.131 0.130 0.129 0.128 0.127 0.126 0.125 0.124 
250 0.123 
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例题 9- 3 图 


与 y 轴 对 应 的 惯性 半径 i;, 来 计算 甚 柔 度 信人 了 , 即 


> L | 235 x 10 mm‘ = 30.9mm 
O NA NYN2x (1 230 mm’) 
-iL Ix3m _ 
À, i, 30.9* 107% m a7 


HEREIN A. RERE A=-97,H RI-3 RB p=0.575, RAR 
(9 - 10), 即 得 压 杆 的 稳定 许 用 应 力 为 
[ela = gle; = 0.575 x 170 MPa = 97.8 MPa 
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如 上 所 述 , 压 杆 的 稳定 条 件 可 表达 为 


* < gla! (9 — 13a) 
通常 改写 为 
ja Slo] (9 ~ 13b) 


AP, FARRAR OMEN; p 为 压 杆 的 稳定 因数 ;4 为 压 杆 的 横 截面 曾 
积 , 当 压 杆 由 于 钉 孔 等 原因 而 使 横 截 商 有 局 部 前 弱 时 ,由 于 压 杆 的 临界 力 是 根据 
整 慎 的 失 稳 来 确定 的 ,所 以 在 稳定 计算 中 不 必 考 虑 局 部 裁 曾 削弱 的 影响 ,而 以 毛 


T AET EL AT A RE PR BEAR T AAA A E a M EHR EO ZEA EA 
定 , 这 里 末 作 着 虞 . 
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面积 进行 计算 。 人 得 在 强度 计算 中 ,应 按 局 部 被 削弱 的 净 面 积 进行 计算 ;fc ] WK 
杆 材 料 的 许 用 压 应 力 。 对 于 本 材 ,[c] 应 为 顺 纹 压缩 许 用 应 力 。 

在 稳定 计算 中 , 若 口 知 压 杆 的 材料 . 杆 长 和 杆 端 约束 条 件 ,而 需 选 择 压 杆 的 
截面 尺寸 时 ,由 于 上庄 标的 稳定 因数 o REE 4) 受 截面 形状 和 大 小 的 影响 ,通常 
涛 采用 试 算 法 -实际 上 ,利用 稳定 因数 表 , 这 种 试 算法 也 并 不 很 困难 ,如 二 题 9 

5 所 水 

关于 上 不 杆 的 合理 截面 ,由 于 讨 杆 的 稳定 性 与 共 柔 度 有 关 , 而 柔 度 4 与 截面 
的 最 小 惯性 半径 i 成 反比 ,因此 ,对 于 各 个 方向 的 丁 端 约束 象 忻 相同 的 庄 杆 ,要 
求 截面 对 两 形 心 主 惯性 轴 的 惯性 半径 相等 :i = (有 即 工 = 了 ), 且 尽 可 能 增 大 截 
向 的 i 值 。 例 如 ,面积 相等 的 方形 截面 (图 9 - 9a) 与 矩形 截面 (图 9 -9b}) 相 比 
较 ,由 于 第 形 截面 的 六 小 于 方形 截面 的 i, 故 方形 截面 的 压 杆 较为 合理 。 叉 如 面 
积 相同 的 空心 敬 截 面 { 图 9-9d) 与 实心 画 截 面 (图 9 - 9c) 相 比较 ,由 于 空心 圆 截 
面 的 i 值 必 大 于 实心 圆 截面 的 i 值 ,显然 空心 圆 截面 的 压 杆 较为 台 理 ,因而 . 压 
杆 多 邓 用 空心 截面 或 型 钢 组 合 截 面 。 而 在 选用 型 钢 组 合 截面 时 ,一 般 宜 采 用 薄 
BAR AS CBD a,b,c 三 型 中 的 a 型 ), 例 如 图 9 - 9e PAAR 
向 ,25a AEJ i. =9.823 MAF 25c SMM ;. =9.065。 至 于 组 合 截面 对 y 
TRÆR, , 则 可 调整 其 间距 A 以 达到 ,~ , 面 充 分 发 挥 材 料 的 作用 。 应 该 注 
羔 , 当 采 用 薄 壁 截面 或 组 合 截面 时 , 稍 注 意 其 局 部 稳定 性 ， 
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对 于 各 个 方向 的 杆 端 约 东 条 件 不 同 ( 例 如 柱 形 铵 ) 的 压 杆 ,为 了 充分 发 挥 材 
料 的 作用 , 则 要 求 截面 对 两 形 心 主 惯 性 轴 的 ; 值 不 同 ,以 使 两 柔 度 大 致 相等 , 即 
A, PAL o 

例题 9-4 一 强度 等 级 为 TC13 的 贺 松 
AK 6m, PHA 300 mm ,其 强度 许 用 应 力 
为 10 MPa。 现 将 圆 木 用 来 当 作 起 重用 的 拟 杆 
{ 见 图 ), 试 计算 贺 木 所 能 承受 的 许可 压力 值 。 

解 : 在 图 示 平 面 内 , 若 执 杆 在 轴 向 压力 作 
FAT OR Bee. UA eS Ab ee aE PTE ae oe HE 
度 因 数 可 取 为 = 1。 于 是 ,其 柔 度 为 


1 = ui _ 1 x 6m ~ 80 
: ax (0.3 m) 
根据 A= 80,7820 (9 - 12a) RAKEH 
的 稳定 因数 为 
I 1 A Big-—4 
p = —— Fr = 0.398 


A \? 80 \? 
从 而 可 求 得 圆 本 所 能 承受 的 许可 压力 为 
[F] = plolA = 0.398 x (10 x 10° Pa) x 7 x (0.3m)° = 281.3 kN 


SOAR DAF a) EREE E EA TG AY ye FS AE TEE, FAE E A 
FRA RE, AREOLA Fe RA = 2, FE, 


A= re = im = L60 
4 X (0.3m) 
PEE (9 — 12b) 求 得 
_ 2800 2800 _ 
P= UF > Teg? = 0-109 


[F] = gleJA = 0.109 x (10 x 10° Pa) x ra x (0.3m)? = 77kN 


显然 ,加 木 作为 执 杆 使 用 时 ,所 能 承受 的 许可 压力 应 为 77 KN ,而 不 是 
281.3 kN, 

例题 9-5 上 BEREK? m, 上 、 下 两 端 分 别 与 基础 和 梁 连 接 。 由 于 与 梁 
连接 的 一 端 可 发 生 侧 移 , 因 此 ,根据 柱 项 和 柱 脚 的 连结 刚度 , 钢 柱 的 长 度 因数 取 
为 p=1.3。 钢 柱 由 两 根 Q235 钢 的 模 钢 组 成 ,符合 钢 结构 设计 规范 中 的 实 腹 式 
b 类 截面 中 心 受 压 杆 的 要 求 。 在 柱 脚 和 柱 顶 处 用 螺栓 借助 于 连结 板 与 基础 和 梁 
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连接 ,同一 横 截 面 上 最 多 有 四 个 直径 为 30 mm KIR 
栓 孔 。 钢 柱 隶 受 的 轴 向 压力 为 270 kN ,材料 的 强度 
许 用 应 力 为 fs] = 170 MPa。 试 为 钢 柱 选择 醒 钢 叶 
o 

解 : (1) 按 稳 定 条 件 选择 构 钢 号 码 ， 

在 选择 截面 时 ,由 于 4= pfi 中 的 i 不 知道 ,A fA 
无 法 算出 ,相应 的 稳定 因数 o 也 就 无 法 确定 .于 是 ， 
先 假设 一 个 ¢ 值 进 行 计算 ， 

假设 w=0,59, 得 到 球 杆 的 稳定 许 用 应 力 为 

[s]a = lo] = 0.50 x 170 MPa = 85 MPa fal Bio — 5 BE 
FERRE a fF OT A E a A T E o i E i A 
F/2 _ 270 x 10° N/2 
[ol], 85 x 10° Pa 
由 型 钢 表 查 得 ,14a SS PA A : 18.51 cm ,i =5.52em. WF 
图 示 组 合 截面 ,由 于 I, 和 A 均 为 单 根 槽 钢 的 两 倍 , 收 ;。 值 与 单 根 槽 钢 截 面 的 值 
相同 。 由 i, 算得 


A= = 15.9x 10 m? 


,__l.ax7Fm_ agg 
‘Tro ml 
由 表 9-3 查 出 ,Q235 钢 压 杆 对 应 于 和 柔 度 4 = 165 的 稳定 因数 为 
g = 0.262 


显然 ,前 面 假设 的 g =0.50 过 大 , 需 恒 新 假设 较 小 的 vo 值 再 进行 计算 。 但 重新 
假设 的 p 值 也 不 应 采用 gg =0.262, 因 为 降低 p 后 所 需 的 截面 而 积 必然 加 大 , 相 
应 的 i, 也 将 加 大 ,从 而 使 4 减 小 面 p 增 大 。 因 此 ,试用 w=0.35 进行 截面 选 
择 : 
F/2 x 10° N/2 
A= ie ~ 03s U Pa) 22.7 x 10° m 
试用 16 5 :A=25.15cm ,i 56.1cm, ZEH 


ya mm 


i 6.1*10°% Mm 
FA 值 对 应 的 py 为 0.311 ,接近 十 试用 的 @ =0.35, Ho = 0.311 进行 核算 ,以 
校 核 16 号 模 钢 是 否 可 用 。 此 时 ,稳定 许 用 应 力 为 
Lejs = gls; = 0.311 x 170 MPa =- 52,9 MPa 
而 钢 柱 的 工作 应 力 为 
F/2 270 x 10° N/2 


°° A © F515 x10 m 7 23-7 MPa 


= 149.2 


3i4 AE 压 杆 稳定 


最 然 工 作 应 力 略 大于 压 杆 的 稳定 许 用 上 应力 ,但 仅 超 过 
53.7 MPa - 52.9 MPa 


52.9 MPa = 1.5% 


这 是 允许 的 。 

(2) 计算 组 合 槽 钢 问 上 A. 

以 上 计算 是 根据 横 截 面 对 于 : 轴 的 惯性 半径 i. 进行 的 , 亦 即 考虑 的 是 压 村 
在 rv 平面 内 的 稳定 性 。 为 保证 模 钢 组 合 截 面 压 杆 在 rz 平面 内 的 稳定 性 , 须 计 
BRE HEB a OL PS). EREHE dy, rz 网 平面 内 的 长 度 因数 相同 , 则 应 
使 模 钢 组 全 截面 对 v BR, 与 对 < 轴 的 i AS. HALA Rhee 


可 得 


16 A iy =1].82em=18.2mm,2z,=1.785 cm= 17.5 mm, 4 i, =i, =61 


mm, Ay 44 


fee / (6l mmY — (18.2 mm)’ ~ 17.5 mm = 40.7mm 
2 


从 而 得 这 
h = 2x40.7mm = Bl.4 mm 

SK Fes Ar FA BS A AB A BBY SF 81.4 mm, 

BL OL FFF 6) PAR AN ERAR (BS RS Te SE EKA OTB 
A FS TE A SB A HE RIE BA EERE RP RMB 
人 性。 根据 这 一 原则 来 确定 相 邻 两 缀 板 的 最 大 间 配 。 有 关 这 方面 的 细节 间 题 将 在 
钢 结 怕 计 算 中 讨论 。 

(3) 校 核 准 截 面 强度 . 

被 每 个 螺栓 孔 所 削弱 的 横 截 面 面 积 为 

dd = 10mm x 30 mm = 300 mm? 
因此 , Gis FPA BR TB BR TT FH 
2A - 48d= 2 x 2515 mm’ - 4 x 300 mm? 


= 3830 mm’ 
AA WRF BR I E BY He nie J A 
E F270x1I0N _ ， 
7 = 5A 437 一 3.830 x tO" ne = 70.5 MPa < [oi 


由 此 可 见 , 净 截面 的 强度 是 足够 的 。 
例题 9- 6 由 Q235 钢 加 工 成 的 工 字形 截面 连 杆 ,两 端 为 柱 形 匀 , 即 在 ry 
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平面 内 失 稳 时 , 杆 端 约束 情况 接近 于 两 端 饮 支 ,长 嵌 因 数 jy, = 1.0; 而 在 zz 平 而 
内 失 稳 时 , 杆 立 约束 情况 接近 于 疝 端 国定 ,gx = 人 9.6, 如 图 所 示 , 已 知 连 杆 在 工 
作 时 承受 的 最 大 压力 为 FF= 35 kN, 材 料 的 强度 许 用 应 力 [5] = 206 MPa, HAA 
钢 结构 设计 规范 中 a 类 中 心 受 压 村 的 要 求 。 试 校 核 其 稳定 性 .。 


6 246 


————— p 
TFTTTTDDT dE 


例题 9 o & 
解 : 横 截 面 的 面积 和 形 心 主 惯性 矩 分 别 为 
A= (12 mm)(24 mm) + 2 x (6 mm)(22 mm) = 552 mm? 
I= (12 mam C24. mm) N 2| 22 mm mm) + (22 mm)(6 mm) (15 mm} | 


= 7.40 x 10° mm 


3 3 
i= (24 am? mm) 49x (6 mm) (2 mim) = 1.41 x 10° mm! 


RAT = BA y BEA TEE IES BIH 
_ (7.40 x 10° mm! 
=a) gg =f RI 


| 552mm 11.58 mm 
0 JL fat x10 mam 
=al Qf oo _ = 5.05 mm 
O NA A 552 mm 
于 是 , 连 杆 的 柔 度 值 为 
_ fei — 1.0% 750mm _ 
às = i, ~ 41-58mm ~ 4-8 
Post _ 0.6 x 580 mm _ 
A, = i 505mm — 68.9 


fe REP ,点 按 较 大 的 柔 度 值 1, = 68.9 来 确定 压 杆 的 稳定 因数 po M 
表 9-2, 并 用 内 插 法 求 得 


p = 0.849 + (0.844 — 0.849) = 0.845 
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将 p 值 代 人 式 (9- 10), 即 得 杆 的 稳定 许 用 应 力 为 
Lo], = glo] = 0.845 x 206 MPa = 174 MPa 
将 连 杆 的 工作 应 力 与 稳定 许 用 应 力 比 较 , 可 得 


F 35 x 10N 
Z —— 2I ——— 一 wa, P 
cA 552 x 10° mt 63.4 MPa < [a], 


故 连 杆 满足 稳定 性 要 求 。 


思 考 题 


9-1 试 间 具有 初 曲率 和 荷载 偶然 丹心 的 拉杆 ,是 省 贝 存在 丧失 稳定 的 问题 ? 

9-2 细 长 压 杆 在 推导 欧 拉 临 界 力 时 ,是 否 与 所 选 坐标 有 关 ? 就 下 端 固定 、 上 端 自 由 ,并 
在 自由 端 受 辅 向 于 力作 用 的 等 直 细 长 讨 杆 而 言 , 若 取 坐标 如 图 所 示 ,试问 能 否 推导 出 欧 拉 公 
式 
_ WEI 


《2 


思考 题 9?-2 图 思考 题 9- 3 图 


9~3 两 端 为 柱 形 铵 . 受 灿 向 压力 作用 的 矩形 截面 杆 如 图 所 示 。 杆 在 zw RE 
时 , 杆 端 约束 为 两 端 饺 支 ;在 xz 平面 内 失 稳 时 , 杆 端 约束 可 认为 不 能 绕 y 辆 转动。 试问 压 杆 
的 5 与 & HAMA EK? 
9-4 试 分 析 图 示 结 构 在 什么 情况 下 会 丧失 承载 能 力 ,什么 情况 下 不 会 衷 失 承 载 能 力 ? 
若 要 计算 该 结构 的 许可 荷载 , 则 应 从 哪些 方面 考虑 
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Em- 4 图 


5] 题 


9-1 在 $89-2 中 已 对 两 端 球 形 绞 支 的 等 截面 细 长 秆 杆 , 按 图 aR RRR 
形状 ,导出 了 临界 力 公式 


试 分 析 当 分 别 取 图 bc,d RARR ARRE RN, EE F,. 作 用 下 的 措 曲 线 微分 方程 
是 否 与 图 = 情况 下 的 相同 ,由 此 所 得 的 FARE RAR 


习题 9--1 图 


9-2 图 未 各 李 材 料 和 截面 均 相 同 ,试问 杆 能 承受 的 压力 哪 根 最 大 , 哪 根 最 小 (图 上 所 示 
杆 在 中 间 支 重 处 不 能 转动 )? 


9 -3 图 a,b 所 示 的 两 细 长 杆 均 与 基础 刚性 连接 ,但 第 一 根 杆 ( 图 8) 的 基础 放 在 弹性 地 


基 上 ,第 二 和 根 杆 (图 b) 的 基础 放 在 刚性 地 基 上 。 试 回 两 杆 的 临界 力 是 震 均 为 Fa = 7 Eley 
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3] 9-3 
为 什么 ? 并 出 此 和 着 断 压 慎 长 度 因 数 o 是 次 可 能 大 于 2 

RET TMH c) 的 底座 对 丝 杆 (起 项 杆 ) 的 稳定 必 有 无 影响 ” 校 核 丝 杠 稳定 性 时 ,把 它 
Bf PRA MEP REL) EWA KEARSE Se 

9-4 CHES ROS EAH? 的 等 截面 中 心爱 纪 直 杆 的 
临界 力 记 ,的 点 拉 公 式 。 

9-5 长 5m 的 10 导 工 字 钢 , 在 温度 为 0 人 时 次 装 在 两 个 
TED AE Sc Ot) TP ARSE He BE MH o = 125 x 
(UC) | ,F=210GPa, REY RRA RES OR TR 
oe £8 ME? 

9-6 两 根 直 径 为 d Wott. EPO BI SA Oe 
ERR TET ,如 图 所 未 . 试 根据 杆 端 的 约 东 条 件 ,分 析 在 总 压力 
六 作用 下 ,立柱 可 能 产生 的 区 种 失 稳 形 坊 下 的 挠 曲线 形状 ,分 别 
号 出 对 应 的 总 压力 下 之 临界 值 的 算式 { 按 细 长 杆 考虑 ) ,确定 最 
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小 临界 力 F WAR. 
9-7 图 示 结 构 ABCD h CRAB Ad HMR AR EBERT A 点 


fC AED ARRA, TT 10 r， 若 此 结构 由 于 村 付 在 平面 ABCD 内 弹性 失 稳 而 丧失 承 


载 能 力 , 试 确定 作 册 于 缚 点 bab AS R PO AE. 
9-8 RR AR AR HARA AH RRA RAKE, SATA 


件 任 平面 ABC AKES ERE RE AR PR Re (etoc). 


习题 9 ?7 图 习题 9- 8 图 


9-9 FARE. hae eK (sim HER, HAR IO 
TARRE A ER Eos EPPA RITA ep ee 
b 类 截面 中 心 受 压 杆 的 要 求 、 已 知 杆 的 材料 为 0235 钢 ,强度 
许 用 应 力 [a = 170 MPa, 研 求 压 杆 的 许可 荷载 。 

9-10 如 果 杆 分 别 由 下 列 材 料 制 成 ， 

C1) 比例 极 归 o, = 220 MPa, PEA E- 190 GPa 的 钢 ; 

(2) ¢, = 490 MPa, E = 215 GPa, A $R 3.5% BU 

(3) e, = 20 MPa, E- 11 GPa BURAK, 

PAR BT FARK AH RI AT APR Bh EE 

9-11 AAEE EFR TC RAR HE, AR 150 
man s 150 mm 的 正方 于 长 度 1 - 3.5m, BEHEA e]= 
10 MPa; HRR HERIHTIA B., 89-9 R 

3-12 ARAA hR AB 和 强度 等 级 为 TC13 的 木 杆 BC 组 成 。 已 知 结构 所 有 的 
RAR GHEE BORE ERA PA13 kN, 木 材 的 强度 许 用 应 力 [o] = 10 MPa, 
WI IT BC 的 稳定 性 ， 

9713 — SE 4 AR 80 mmx 86 mm * 6 mm 的 角钢 组 成 {如 图 ) EE SE 
EPRE b 类 截面 中 心 受 讨 杆 的 要 求 ， PHM HEH Be {6m 压力 为 450 kN, 
EHR A 235 GREET A A ] =170 MPa, OR RHE R MME a 的 尺寸 。 

9-14 HRM SRK 4 m, 由 组 栈 焊 成 一 体 ， 并 符合 锅 结 构 设 计 规 范 中 实 腹 式 上 
类 截面 中 心爱 压 样 的 奢求 ,截面 形式 如 图 所 示 ,材料 为 Q235 RS a]=170 MPa, Bik me 


a 


SSE OR A RE R se IF AT TE H a 

“9-15 ARH? BC AARAM, ABZ d =80mm;AC AWK a =70mm 的 正方 形 
截面 村 。 已 知 该 结构 的 约束 情况 为 AMIS B CARE. 两 杆 材 料 均 为 Q235 钢 ,弹性 模 
最 三 =210GPa, 可 各 自 独立 发 生 弯 曲 忆 不 影响 。 FAH eRSAS ,=2.5, 试 求 所 能 


承受 的 许可 压力 . 


E 
ol 
G 
ia 
—w-| a 
2-L125x 125X10 
习题 9- 14 图 习题 9-15 图 


9-16 图 簿 一 简单 托 架 HRT AB 为 圆 截 面 木 杆 ,强度 等 级 为 TC15。 若 架 上 爱 集 度 
为 g = 50 kN/m 的 均 布 荷载 作用 ,4 PR Sit Ar EE TE E AS aR A A He] = 11 MPa , 试 求 
撑 杆 所 需 的 直径 i。 

9-17 AREA PH AC 与 CD 均 由 Q235 钢 制 成 ,C,D 两 处 均 为 球 钦 。 已 知 4=20 
mme = 100 mm, = 180 mm; E = 200 GPa, o, = 235 MPa, a, = 400 MPa; 强 度 安 全 因数 n= 
2.0 ,稳定 安全 因数 n= 3.0. RAE KAW HIE Hae. 

“9718 图 示 结 构 中 钢 染 AB 及 立柱 CD 分 别 册 16 号 工 字 钢 和 连 成 体 的 两 根 63 mm 
X63 mmx 5 mm ARAR, I CD 符合 钢 结构 设计 规范 中 实 禾 式 b 类 截面 中 心爱 压 丁 的 要 
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R, 均 布 荷载 集 床 9 =48kNim. RAR APRA 0235 #8.) ]~ 170 MPa, E = 210 GPa. 
hee RAE RES 


2.4m 0.8 m 


UTE 
“i 


QA 


C 


习题 9- 16 图 


习题 9-18 图 


附录 工 截面 的 几何 性 质 


$I-1 Sema AED hie E 


it BE ES IEH T tie a A Sd aR TL fo HEA AE 
杆 的 拉 { 压 ) 计 算 中 所 用 的 横 截 面 面 积 A .在 圆 杆 扭 转 计算 中 所 用 的 极 惯 性 矩 
lL, URER HS HIT PARR MB HRMS. 

设 一 任意 形状 的 截 库 如 图 I- 上 1 所 示 , 其 截面 面积 为 4。 从 截面 中 坐标 为 
(r.y) 处 服 一 面积 泡 素 dA , 则 rdA AlydA 分 别称 为 该 面积 元 素 dA 对 于 9 
HM. 轴 的 静 蝶 或 一 次 给 ,而 以 下 两 积分 


D, = | aA, $, = | vdA (I - 1) 
|A Ja 


THE LAB MH F y 轴 和 > 轴 的 静 矩 。 上 
述 积分 应 遍及 整个 截面 的 面积 A。 
截面 的 静 矩 是 对 于 一 定 的 轴 而 言 的 ,同一 截 
面 对 不 同 坐 标 办 的 静 矩 不 同 。 静 和 矩 可 能 为 正 值 或 ~、 
负 值 ,也 林 能 等 于 零 ,其 常用 单位 为 m? 或 mn a 
从 理论 力学 已 知 , 在 Ory Bi Rh HS 


厚度 薄板 的 重心 坐标 为 
o feda | waa 
re a ， YT 图 -i 


而 均 质 薄板 的 重心 与 该 薄板 平面 图 形 的 形 心 是 重合 的 ,所 以 ,上 式 可 用 来 计算 埠 
面 (图 I 一 1) 的 形 心 誉 标 。 由 于 上 式 中 的 | ora 和 | vdA AEREE, F 


征 可 将 上 式 改 写 为 

S, 
A 
Alt te MARE Ty BEA BARES ARR. E 


CC 一 


(I — 2a} 


w -一 —_— + A TE 


TO AR RPA Al Ay ER 守 型 制 规 格 表 中 的 一 致 , 商 与 本 书 各 章 中 所 用 的 不 同 。 在 使 用 本 附录 
TP PER. 
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将 上 式 写 为 

S, = Ar, 5, = Ay (I- 2b) 
WEE MRAM A 及 其 形 心 的 坐标 >,y 时 ,就 可 求 得 截面 对 于 y 轴 和 xz 轴 
WREE. 


由 以 上 两 式 吓 见 ERETRIA SFE, , 则 该 轴 必 通过 截面 的 形 
心 5 反 之 ,截面 对 于 通过 其 形 心 的 轴 的 静 矩 恒 等 于 零 。 

“RR A Te PA ee .图形 或 二 角形 等 组 成 时 ,由 于 简单 图 形 的 
面积 及 其 形 心 位 置 均 为 已 知 ,而 且 ,从 静 矩 定义 可 知 , 截 面 各 组 成 部 分 对 于 某 一 
铀 的 静 矩 之 代数 和 ,就 等 于 该 截面 对 于 同一 轴 的 静 矩 , 即 得 整个 截面 的 静 矩 为 


S, = DAZ. S, = ye (I-3) 


式 中 ,A, Mr, ,yx, 分 蓝 代 表 任 一 简单 图 形 的 面积 及 其 形 心 的 坐标 ;am HERR 
面 的 简单 图 形 的 个 数 。 

者 将 按 式 (I-3) 求 得 的 S, AS, 代入 式 (] -2a), 可 得 计算 组 合 截面 形 心 坐 
标的 公式 为 


n t y = = ' (1-4) 
À; DA. 
=1 r=1 


例题 1~ 1 试 计算 图 示 三 角形 截面 对 于 与 其 底 边 重合 的 二 轴 的 静 矩 ， 
解 : 取 平 行 于 x 轴 的 狭长 条 ( 见 图 ) 作 为 面积 元 察 , 即 dA = 56(y)dy。 由 相 


似 三 角形 关系 ,可 知 5(y)= (A y) BUA dA =È Ch- y)dy。 将 其 代入 式 
(I 一 1) 的 第 二 式 , 即 得 
4 A A 2 
S, = | yda = | ACh —yiydy = an ydy ~ rl, ydy = n 
例题 1-2 试 确定 图 示 截 面 形 心 C 的 位 置 。 
解 : 将 截面 分 为 UATE. Bx MAy HOM SRE RAR 
重合 ( 见 图 )。 先 计算 每 一 矩形 的 面积 A, 和 形 心 坐 标 ( ,了 )， 
EE l A, = 10 mmx 120 mm= 1 200 mm? 


T= mm=5 mm, y= H mm=60 mm 


c= 


WEH Ay =10 mm < 70 mm = 700 mm 


= 0 ~= 
Fy = 10 mm + F mm = 45 mm, Yy = mm=$ mm 


将 其 代入 式 (I-4) , 即 得 截面 形 心 C 的 坐标 为 
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-= Art, + Agta — 37 S00 mm 


二 - =< 20 mm 
J A + Ay 1 900 mm* k 
y= Ayı t Anya _ 75 300 mm mm zx 40 mm 
. A; + Ap 1 900 mm“ 


| 


例题 I- i 图 


$I-2 极 惯性 征 。 WEE - 惯性 积 


设 一 面积 为 A 的 任意 形状 截面 如 图 I- 2 所 示 。 从 截面 中 举 标 为 (x ,y) 处 
取 一 面积 元 率 dA , 则 d4 与 其 至 坐标 原点 距离 平方 的 乘积 o*d4 , 称 为 面积 元 素 
对 〇 点 的 极 民 性 矩 或 截面 二 次 极 矩 。 而 以 下 积分 


,= | eda (1-5) 
A 


定义 为 整个 截面 对 于 O SHRREE., LRROWRRETP ROME A. B 
然 , 极 懈 性 矩 的 数值 恒 为 正 值 ,其 单位 为 m 或 mm’, 
面积 元 素 dA 与 其 至 y 轴 或 x PAPER T dA 或 ydA ,分 别称 为 
该 面积 元 索 对 于 y 轴 或 x 轴 的 屋 性 矩 或 截面 二 次 轴 矩 。 而 以 下 两 积分 
i, = f xd | 
a- 6) 
I, = | yda | 
则 分 别 定 义 为 整个 截面 对 于 * 轴 或 .x 轴 的 惯性 矩 。 同 样 ,上 述 积 分 应 沉 及 整个 
截面 的 面积 A. 
由 图 I-2 可 见 ,p*=x*+y, 故 有 
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= } +], (1-7) 
AN Ee aX E d — A A ae EFE E AI PO 
该 点 为 原点 的 任意 两 正 交 坐标 轴 的 惯性 矩 之 和 。 
面积 元 素 dA 与 其 分 别 至 y Mis HE RHR 
各 .zydA, 称 为 该 面积 元 素 对 于 两 坐标 负 的 惯性 积 ， 
而 以 下 积分 


i. = | rdA (1-8) l-2 
4 


定义 为 整个 截面 对 于 r.y 两 坐标 轴 的 惯性 积 ,其 积分 也 应 遍及 整个 截面 的 面 
积 。 

从 上 述 定义 可 见 , 同 一 载 面 对 于 不 同 坐 标 办 的 惯性 矩 或 惯性 积 一 般 是 不同 
的 。 惯 性 矩 的 数值 恒 为 正 值 , 府 惯性 积 风 可 能 为 正 值 或 负 簿 ,也 可 能 等 于 堆 。 若 
7 ,y 两 党 标 输 中 有 一 为 截面 的 对 称 轴 , 则 其 惯性 积 也 . 恒 等 于 专 。 因 在 对 称 轴 
的 两 侧 ,处 于 对 称 位 置 的 两 面积 元 素 dA 的 惯性 积 .xxydA ,数值 相等 而 正 负 号 相 
R ,致使 整个 截面 的 惯性 积 必 等 于 零 。 人 惯性 符 和 惯性 积 的 单位 相同 , 均 为 me 或 
mm’ o 

在 某 些 应 用 中 ,将 惯性 矩 表示 为 截面 面积 4 与 某 一 长 度 平方 的 乘积 , 即 

IL = ŻA, [= 7A (1 — 9a) 

式 中 , Ri 分 别称 为 截面 对 于 y BA 轴 的 惯性 半径 ,其 单位 为 m 或 mm, 
SC MRM A MIRE I, AT, 时 ,惯性 半径 即 可 从 下 式 求 得 : 
i if, 


y 


war DNA (I - 9b) 
在 附录 LT 中 给 出 了 一 些 常用 截面 的 几何 性 质 计算 公式 备查 。 
例题 I- 3 试 计算 图 a 所 示 矩 形 截 而 对 于 其 对 称 轴 ( 即 形 心 轴 )z 和 y 的 惯 
EE. 


解 : 取 平 行 于 x 轴 的 狭长 条 (图 a) 作 为 面积 元 素 , 即 dA = ody ,根据 趟 (IT- 
6) 的 第 二 式 ,可 得 


I, = | waA = l, bydy = a 
问 理 ,在 计算 对 y FASE I, AY ATR dA = Adx( 图 ay), 即 得 

I, = | dA = | ， hzrzdxr = bh 
若 截 面 是 高 度 为 h 的 平行 四 边 形 {图 b), 则 其 对 形 心 轴 x ÉJ IR TEJE FFE 
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例题 I- 3 图 


例题 T-4 试 计算 图 示 圆 截面 对 于 其 形 心 轴 
( BD #2 Ph) BY TREE 。 

MURAD AAA, ve eR cl y 如 图 所 示 。 
RETF r 轴 的 狭长 条 ( 见 图 ) 作 为 面积 元 素 , 即 dA ~ 
=2rdy. 根据 式 (T-6) 的 第 二 式 , 可 得 


df 
_ 2 _ z 2 
I, = [> dA = Fo x Lardy 


“fe (ETF o 
式 中 引用 了 z= ($) -这 一 九条 关系 ,并 利用 了 截面 对 称 于 + 办 的 关系 


HERR SY FRETE. 
利用 积分 公式 ,可 得 


n =a- ENIES -oT SET -r 


利用 加 截面 的 极 惯性 矩 [, = 到 ,由 于 加 截面 对 任 -一 形 心 轴 的 丑 性 矩 均 相 
SALL. FEER- 7) 得 


一 — ie _ ta 
L=,=3 64 
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对 于 和 矩形 和 圆 形 截 面 ,由 于 r,y 两 轴 都 是 截面 的 对 称 轩 , 因 此 ,惯性 积 T, 
ee FS 。 


$1-3 WANE RA ETBAAK - 组合 
#8 iin AS Ta PE A AT TER 


一 、 惯 性 矩 和 惯性 积 揭 平 行 移 轴 公式 

设 一 面积 为 4 的 任意 形状 的 截面 如 图 I-3 了 所 沙 。 截 面 对 任 意 的 上 ,y 两 坐 
bn oe YEE 和 惯性 积分 别 为 工 ,， 工 A, o 
月 外 ,通过 截面 的 形 心 C 有 分 别 与 x ,y RF 
行 的 xc,y. 畏 , 称 为 形 心 轴 。 截 面 对 于 形 心 
铀 的 惯性 矩 和 惯性 积分 别 为 Lod, 和 J，。 

由 图 I-3 可 见 ,截面 上 任 一 面积 元 素 dA 
在 两 坐标 系 内 移 坐 标 (x,y) 和 (rc, yc) 之 间 
的 关系 为 

= xr tb, y= y+a (a) 

式 中 ,a,5 是 截面 形 心 在 Ory 坐标 系 内 的 坐 Ai-3 
HEB c= b.y=a. 和 将 式 (a) 中 的 y 代 人 式 
(I 一 6) 中 的 第 二 式 , 经 展开 并 逐 需 积分 后 ,可 得 


I, = | ydA = | (ye + aY dA 
A A 


= f ota + 2af ycdA + | dA (b) 
Ae Be TBE TE a A SE, CACHETA 
| yeaa = I, | yeda 三 点， Vos f aA = A 


其 中 yc 应 为 截面 形 心 C Bia, 轴 的 距离 ,但 re 轴 通 过 截面 形 心 C, 因 此 又 等 
于 零 。 于 是 , 式 (b) 可 写作 


L= +aA (I - 10a) 

fe] ,= 1, + BA (I - 10b) 
I, = I, + abA (I - 10c) 

注意 ,上 式 中 前 a,b 两 坐标 值 有 正 负 号 ,可 由 截面 形 心 C 所 在 的 象限 来 决 


Æo 
式 (I- 10) 称 为 惯性 年 和 惯性 积 的 平行 移 轴 公式 。 应 用 上 式 即 可 根据 截面 
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Af FS L Be A ABE a TE FR eT PSI Br A 9 TE E 
或 惯性 积 ,或 进行 相反 的 运算 . 
ARH MEER RE R 
ELE PE ETHS RE. BAE RTE R HERR K ELM ,组 合 截面 对 
TR Se ARAE M TEIE R EEO BES RRB T E — e an RE 
(REED SM. ARE n 个 部 分 组 成 , 则 组 全 截面 对 于 x,y RE 
什 和 惯性 积分 别 为 : 


_ Sy. I = S, I = SL, (I= 11) 
HP TL, PABA RPA RS i 对 于 zx,y ROE OR tE 
积 ， 
AS LS ER td Xt AS oe PAE ER OS ROM RESTS 
长 条 .然后 应 用 式 (L1- 11) ,计算 其 近似 值 。 
例题 I-S$ PORE aR RMT oe KBE 了 。 
解 ; 将 截面 看 作 由 一 个 矩形 和 两 个 半圆 形 组 成 。 设 矩形 对 于 BHR 
Li S ERER F r WORE, eR 11) 可 知 , 所 给 截面 的 
RHEE 


f=1,,+20,, (1) 
AUG ATF r SHA TES 为 
1 ， = da) _ (80 a mm)" _ 5 333 x 10° mm’ (2) 


半 阅 形 对 于 x MAG HRYE RET AAR ERATOR. hulk SORE TE 
BOUT Hs SEGRE CAs (HURRES 1, EEEREN TAEA 


HEE AEE A r (图 DAUR EES OK BE = a 而 半 图 形 的 


面积 为 A = sd ,其 形 心 到 底 边 的 距离 为 2 (图 b)。 改 由 平行 移 轴 公 式 (I- 
OD TASAREN IEA DEDA. MARE 


2d _ xd" 2d \ xd? 
noah = (32) A = 198 - (55) B (3) 


由 图 as 可知, 半圆 形 形 心 到 > 轴 的 距离 为 a + 由 平行 移 轴 公式 , 求 得 每 个 
半 园 形 对 于 x 轴 的 惯性 算 为 


_ 2d\", md‘ (2d \'xd? 2d \'xd 
laz LL + (a+ 3] A = ao (32) E t (e + Sa) a 
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an re ar 


“a 


_ad jd? a .2ad 
rl3r* r+ Se 4) 
将 了 =80mm a= 100 mm( DEAR), HB 


1. = x( 80 mam) f (80 men)” + (100 mm)“ , 2 x (100 mm){80 mm | 
aan 4 32 2 àx 


= 3467 x 10 mm‘ 


将 求 得 的 A LLORAR), E 
1 = 5333 x 10° mm + 2 x 3467 x 10'mm’ = 12270 x 10° mm 
例题 1- 6 图 示 截 面 由 一 个 25c 号 模 钢 截面 和 两 个 
90 mm x90 mm X 12 mm A RR EAR. WRH Sg M 
分 别 对 于 形 心 轴 x Aly PTE I, 和 工 。 
解 : 型 狗 截 面 的 几何 性 质数 和 值 可 从 型 钢 规 格 表 查 
得 
25¢ 号 模 钢 截面 
A= 44.91 cm 
I, = 3690.45 cm 


19,21 26.7 


T= 218.415 cm 例题 T-6 图 
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一 -一 -一 


90 mm x 90 mm * 12 mm fA 4H BA 
A = 20.3 cm’ 
I = L = 149.22 cm 


首先 确定 此 组 合 截面 的 形 心 位 置 。 为 便于 计算 ,以 两 角钢 截面 的 形 心 连 线 
作为 参考 轴 , 则 组 合 截面 形 心 C 离 该 轴 的 距离 b ERDA 


— Ae, _ 2xf2030mrm)x0t+(4491 mm )[ — (19.21 mm + 26.7 mm)] 
"O SA, 2 x (2030 mm ) +4 491 mm’ 


= — 24.1 mm 
由 此 得 
b = |z| = 24.1 mm 
然后 按 平 行 称 轴 公式 {I 一 10), 分 别 计算 模 钢 截面 和 角钢 截面 对 于 x WM y 
轴 的 惯性 矩 ( 参 看 图 ): 
ERE 
a= 1, +aA = 3690.45 x 10° mm +0 = 3690 x 10° mm’ 
l= i + BA 
= 218.415 x 10° mm + (19.21 mm + 26.7 mm — 24.1 mm)’ x 4491 mm’ 
= 431 x 10° mm’ 
角钢 截面 
l= 1, ta A = 149.22 x 10° mm + (98.3 mm)’ x 2 030 mm’ 
= 2110 x 10 mm’ 
la= 0, + b A = 149.22 x 10° mm + (24.1 mm)’ x 2 030 mm’ 


= 267 x 10° mm* 
最 后 按 式 (I- 11) BR AE A 
I, = 3690 x 10° mm‘ +2x210x10 mn = 7910 x 10* mm’ 
I, = 431 x 10° mm + 2 x 267 x 10° mm‘ = 965 x 10° mm‘ 


§1-4 惯性 年 和 慎 性 积 的 转轴 公式 .截面 的 
EMERE EE 


一 、 惯 性 短 和 惯性 积 的 转轴 公式 

设 一 面积 为 A 的 任意 形状 截面 如 图 1~4 所 示 。 截面 对 于 通过 其 上 任意 一 
A O 的 两 坐标 轴 z,y 的 惯性 和 矩 和 惯性 积 已 知 为 1 ,了 和 T.,。 车 华 标 轴 + ,y BE 
O 局 旋转 a fle LL Et ESE WE) SE x,y, 位 置 , 则 该 截面 对 于 新 坐标 
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轴 zx, ,yi BRUE E RERI RA L ,上 和 大 、。 
由 图 1 一 4 串 见 ,截面 圭 任 一 面积 元 素 dA 在 新 、 老 两 坐标 系 内 的 坐标 (rj， 
7 和 (zy) 间 的 关系 为 


x, = OC = 


OF + BD = rcosa + ysna 
Dn 


— EB = yeose 一 xsina 


Hy, RARO- 6) 中 的 第 二 式 ,经 过 展开 并 逐 项 积分 后 , 即 得 该 截面 对 于 坐标 
轴 x; 的 惯性 矩 L 为 


根据 惯性 和 矩 和 惯性 积 的 定 关 ,上 式 右 端的 各 项 积分 分 别 为 
| sda =}, | 24a =H, f ayda = 了 
BHRAR GHA A A RRMA, OB 


I, = costa | y dA + sin? a| ridA — 2sin ecos af xrydA (a) 
A A A 


i= = 5 L + l 5 D os 2a - sin 2a {I - 12a) 

同 理 
L = l > p de 5 D cos 2a + I,,sin2a (I ~ 12b) 
L, s2 7 “sin 2a + I cos 2a (I — 12c) 


EZAR TBE THE SA R PEER Ay Se AR ZS RT A i a EE A A 
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将 式 (1 一 12a) 和 (1 一 12b) 中 的 1， AD, 相 加 ,可 得 
L+ =1,+1, (b) 


CAAH. AMT pia AAEE R E RH SRS A 
为 -- AR. Ha RT A Re I-79), 

二 、 ADERARE 

包 式 ([ 一 12c) 可 知 , 当 华 标 轴 旋 转 时 .惯性 积 1， 将 随 着 a ATE TE 
化 . 忆 有 正 有 人 负 ，、 因 此, 必 有 一 特定 的 角度 a ,使 截面 对 于 新 坐标 轴 zi ,mw 的 惯 
性 积 等 于 和 零 。 截 面 对 其 惯性 积 等 于 零 的 一 对 坐标 轴 , 称 为 主 恨 性 轴 。 截 面 对 于 
主 惯 性 轴 的 惯性 矩 . 称 为 主 惯 性 答 。 当 -~- 对 主 惯性 轴 的 交点 与 截面 的 形 心 重合 
时 PR AAD SRR. RTE > ERM RHR OEE 
3B 。 

首先 确定 主 惯性 轴 的 位 置 , 并 导出 主 惯性 条 的 计算 公式 。 设 a, MAER 
fl SAS ERRA (SBA -4), 则 将 a 角 代 人 惯性 积 的 转轴 公式 (I 一 
12c}) 并 令 其 等 于 零 , 即 

l -l 
2 


“sin 2an -+ L eos 2e, = 0 


CAITHE A 

~ 27,,7 

hoa, 

由 上 式 解 得 的 a, Ae CWE 2, BH, 
将 所 得 ay 值 代 人 式 (I- 12a) 和 (1- 12b), 凤 得 截面 的 主 惯性 矩 。 为 计算 方 

使 ,直接 导出 主 惯性 第 的 计算 公式 。 为 此 ,利用 式 (I- 13), 并 将 cos 2a。 和 

sin 2a, SAR 


tan2a, = (I-13) 


cos faa = OO 
Jl+tan2a, VT -LY 4E, to 
Sin Day = __ tan Zag = = At (d) 
Vlttan2eg yiL- LY +4F, 


将 其 代 人 式 (I- 12a) C1 ~ 12b), AL AG BU ER A A 


D 这 里 的 负 号 所 以 旅 在 分 子 FE, 为 的 是 和 下 面 的 (ec} ,tq) 两 式 柑 和 罕 。 这 样 确定 的 an ARR ERA 了 
"a 
等 于 lan BARC HAARET., 
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-i e u i —iōŐÁ 


n s LEL y yaya | 
{I - 14) 
_ I, + i B 1 Tp | 
‘o 2 x VU, I) 十 中 


ASR BEAC 12a) 和 (1- it2b) 可 见 ,惯性 矩 六 AT, 都 是 = 角 的 正弦 和 余 
ARR T = 角 可 在 0 到 360" 的 范围 内 变化 ,因此 ,I AD, 必然 有 极 值 。 由 于 


对 通过 同一 点 的 任意 一 对 治标 轴 的 芮 惯性 挎 之 和 为 一 常数 ,因此 ,其 中 的 一 个 将 
为 极 大 值 , 另 一 个 则 为 极 小 值 - 

df, df, 
由 --+=0 和 -=0 
PE PEKS DE A TE AE AS AR Sn A IA ,与 式 (1- 13) 完 全 一 致 。 从 而 
可 知 ,截面 对 于 通过 任 一 点 的 主 惯性 轴 的 主 惯性 矩 之 值 ,也 就 是 通过 该 点 所 有 四 
的 惯性 矩 中 的 极 大 值 fx 和 极 小 值 1,。。 从 式 (1 一 14) 可 见 ,了 就 是 Rs, 而 上 


WW AY Fano 

TEREE EE BB E G EE St, RET Fs et 
(IE 13) ACT ~ 14) ,但 式 中 的 天 ,六 A, RO TR a 
AD Ee AA HE RR. 

在 通过 截 而 形 心 的 一 对 坐标 轴 中 , 若 有 一 -个 为 对 称 轴 ( 例 如 模 形 截面 ), 则 该 对 
称 轴 就 是 形 心 主 惯性 轴 , 因 为 截面 对 于 包括 对 称 轴 在 内 的 一 对 坐标 轴 的 惯性 积 符 
FS. FER I 中 所 列 的 惯性 第 除 三 角形 截面 的 以 外 ,都 是 形 心 EREE. 

在 计算 组 合 截 而 的 形 心 主 惯性 矩 时 ,首先 应 确定 其 形 心 位 置 ,然后 通过 形 小 
选择 一 对 便于 计算 惯性 矩 和 惯性 积 的 坐标 轴 , 算 出 组 合 截 向 对 于 这 一 对 坐标 轴 
的 惯性 算 和 惯性 积 。 将 上 述 结果 代入 式 (1- 13) 和 (1- 14), 即 可 确定 表示 形 心 
主 惯性 轴 位 置 的 角度 o, WEO ETER H BUH., 

若 组 合 截 面具 有 对 称 轴 , 则 包括 此 轴 在 内 的 一 对 互相 垂直 的 形 心 轴 就 是 形 
LEREM. EH, RAAMES- 10) 和 (IT- 11) , 即 可 得 截 而 的 形 心 十 
HEE. 

例题 I- 7 图 示 戴 面 的 尺寸 与 例题 1-2 中 的 相同 。 试 计算 截 而 的 形 心计 
BEHE. 

解 : 由 例题 ] 一 2 的 结果 可 知 ,截面 的 形 心 C 位 于 截面 上 边缘 以 下 20 mm 
Al Ac RU AG 40 mm 好 { 见 图 )， 

通过 截面 形 心 (, 先 选择 一 对 分 别 与 上 这 缘 和 左边 缘 平 行 的 形 心 轴 ro 和 
ye( 见 图 )。 将 截 而 分 为 1,II 爽 矩 形 ,由 图 可 知 , 两 拭 形 彤 心 的 坐标 值 分 别 为 


a, = 20 mm - 5mm = 15mm, a, =- (45 mm — 20 mm) = -~ 25 mm 
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wig 1-7 图 


6; = 60mm —- 40mm = 20mm, 4, =- (40mm —5mm) =- 45 mm 
然后 接 平 行 称 轴 公式 {1 - 100-11), WRU ABA RM PEO ah io 
ED ARH BSBA) ant: 


(5) = (3) 
x (1) 


a aA [Ton 


(9)=(5) | (10}= (1) CL) 
x (2) x (3) 


{12) = {10} 
+ (11} 


RHA) (DAUDA FY AS By ES ot a zc 和 yc 的 惯性 
Fa PR EAR , EF 
I, = 100.4 x 10° mm’ 


278.4 x 10° mm’ 
= 97.3 x 10° mm’ 


he 
II 


+r 


I. 


ee 
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AERA FLT, ADT, RARO- 13), 得 


一 - 2 x (97.3 x 10° mm‘) 
tan žag = po~ = oa Sasa oA OO 
LoL 100.4 x 10° mm ~ 278.4 x 10° mm 
= 1.093 
E ; SI 280 ap gy 一 194.6 
由 三 名 函数 关系 可 知 ,tan 2a, = 一 , 收 代 表 tan 2a, 的 分 数 一 - 的 分 子 
cos 2a, 178 


AO oy BE AE > th St BRR T sin 2a, 和 cos2a MIERS. BAW Mith, t 
2a, 应 在 第 三 党 限 中 。 由 此 解 得 

2an = 227.6° 

a, = 113.8° 
BFE obs SETAE ro BT Ooze AA Too, 为 正 值 ) 转 113.8" 得 到 ， 
如 图 所 示 。 


将 以 上 所 得 的 工 . ,I FOE, ERARO ~ 14), 即 得 形 心 主 惯 性 矩 的 数值 


Ye 
为 
了 


+f ~ 
_ _ e is 1 | or. Ne 2 
I ~~ Ls 2 + 2 ( I. i, ) + AT, oy 


_ 100.4 x 10° mm’ + 278.4 x 10* mm‘ + 1 
2 


x 


v (100.4 x 10° mm ~ 278.4 x 10° mm‘ Y + 4 x (97.3 xX 10° mm y 


= (189.4 + 132.0)10 mm* = 321 x 10° mm! 
! 


te 


+ L 
i, = Finan = 3 


(189.4 - 132.0)10 mm? = 57.4 x 10° mm’ 


li 


‘§1-5 计算 惯性 所 的 近似 方法 


设 一 任意 形状 的 截面 如 图 1~5 所 示 。 若 要 计算 该 截面 对 x AERO TR TE SET, 
则 可 作 一 系列 与 x BPR ARESA n 个 高 度 均等 于 8 的 狭长 条 。 当 
ô 很 小 时 , 则 可 以 近似 地 视 为 矩形 。 疾 长 条 ; 的 面积 为 
AA, = 7,6 
式 中 ,x, 为 该 狭长 条 在 中 点 处 的 宽度 (图 TI- 5)。 
撤 惯 人 性 撼 的 平行 移 轴 公式 ,狭长 条 i 对 x RH 
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ae ~~ a 
Al, = [7 ta, * AA, a'r ĝ 


AP. 为 狭长 条 的 中 点 到 .r MWERA I - 5); 内 二 aa xô 相 比 得 小 ， 
中 略 去 不 计 ， 于 是 ,整个 截面 对 于 r FH MUERE MEET 
I, = Sar, es 8 Ya, (1-15) 


应 用 这 一 方法 计算 工程 实际 问题 中 不 规则 截面 (例如 钢轨 等 截面 ) 的 惯性 第 
较为 简便 。 为 说 明 其 精确 度 ,举例 计算 三 角形 截面 的 惯性 和 矩 。 


Rl 1-5 | TERT. 


例题 1-8 图 示 直 角形 截面 的 高 度 和 底 的 宽度 均 为 90 mm。 试 用 近似 方 
法 计算 截击 对 形 心 轴 x REET 。 
解 : 为 了 计算 工 ,将 截面 分 为 9 个 高 度 均 为 3= 10 mm 的 狭长 条 。 各 条 中 点 
多 的 宽度 +, 和 到 r 轴 的 距离 a, 如 图 中 所 示 ,， 按 式 (1 一 15), 可 得 近似 结果 为 
F, =f0mm x [{55 mm)’ x 5 mm + (45 mm} x 15 mm + 
(35 mm)’ x 25 mm + (25 mm)’ x 35 mm + 
(15 mm)’ x 45 mm + (5 mm)? x 55 mm + (5 mm)? x 65 mm + 
(15 mm) x 75 mm + (25 mm} x 85 mm] 
= 181.1 x 10 mm 
Bs FRE RSP AORAR OLR ID A, o REE A 


Bh 9x9 1 
I= 0 = 5g = 182.3 x 10‘ mm 


近似 解 的 相对 误差 为 
(181.1 - 182.3)10* mm’ 
182.3 x 10* mm’ 


在 本 例 中 , 仪 将 截面 分 成 9 个 狭长 条 ,其 误差 已 不 到 1% MRR 


Se — 0.66% 
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惯性 起 是 足够 精确 的 


T 考题 


I- 工 下面 各 戴 面 图 形 中 是 形 心 。 试 问 哪些 稚 面 图 形 对 坐标 轴 的 惯性 积 等 于 零 ? g 
些 不 等 于 零 ? 


y 
C x 
(a) (8) ic) 
Bee 1-1 & 
1-2 试问 图 示 酚 截面 的 惯性 后 T 是 否 可 按照 1 PK 各 名 来 计算 ? 


12 12 


4 
f 
2 


BHALA 


L-3 WARA- B5 KARE a 0 a TP a, HB A ,对 
HARE: a BA] PEIE 2 i, ,并 知 Wn ry 和 ¥ Alt oF TA) = 4B 4 试问 在 计算 截面 对 y hi 
BOT TE RET, 时 ,应 选用 下 列 哪 一 个 算式 ? 

(入 = 

(2) =I, + (=) A; 


Gan + (+t) a; 


(4) I, = I, + ei At 2 aA: 


1-4 ERA SWEAR POA -KBH > 的 贺 孔 的 截面 ， 试 证 朋 该 截面 通过 形 
心 嫩 的 任 一 轴 均 为 形 心 主 训 性 轴 ， 
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| 
”NN 


` 
N 
es aA 


4 


思考 题 I-3 图 思考 题 I- 4 图 


1-5 直角 三 前 形 截面 斜 边 中 点 口 处 的 一 对 正 交 坐标 四 + ,y 如 图 所 未 ,试问 : 
(1) r.y 是 否 为 一 对 主 惯性 轴 ? 
(2) 不 用 积分 ,计算 其 I, MI, a. 


思考 题 I-4 图 思考 题 1-6 图 


I-6 有 x 个 画 了 斜 线 的 内 接 正 方形 截面 如 图 所 示 。 试 求 该 图 形 对 水 平 形 心 轴 z 和 与 
该 轴 成 “=30 ”的 形 心 轴 zx PORTER 


J @ 
1-1 试 求 图 示 各 截面 的 阴影 线 面积 对 x MNRE. 


he 


20 


WwW 
AAAS 有 


习题 I- | 
I-2 试用 积分 法 求 图 示 半 圆 彤 截面 对 x 轴 的 静 矩 ,并 确定 其 形 心 的 坐标 。 


J 


0O x 


“3h 1-2 图 
[-3 试 确定 图 示 各 截面 的 形 心 位 置 。 


号 10 
ef a 

4 

í | = 

| 200 || 
20 20 160 

(a) íb) {c} 
习题 IT- 3 图 


I~4 试 求 疼 示 四 分 之 一 轿 形 截面 对 于 x+ By ROR EL ;上 和 惯性 积 了 ,。 


ba 
y 
x 
0 d 


1-448 习题 1-5 图 
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i-5 EPAIA d=200 mm 的 圆 形 截面 ,在 其 上 .下 对 称 地 团 去 两 个 高 为 86=20 mm 
的 弓形 ,试用 积分 法 求 余 上 下 阴影 部 分 对 其 对 称 轴 r 的 惯性 矩 
1-6 试 求 图 示 正 方形 截面 对 其 对 角 线 的 燃 性 定 . 


VA edd EE 


NESS 


‘a 


ind 


(a) (b) 
“JHE 1 -56 图 习题 [一 ?图 


1-7 试 分别 求 图 示 环 形 和 箱 形 截面 对 其 对 称 轴 . 的 惯性 短 . 
I-8 MOREA CARE TL A 并 平行 平底 边 BC 的 x RTE. 


B b je GA 


= 1-8 A 习题 I -9 图 


I~9 试 求 图 示 r=) m HERE RM or WARE, ,其 中 r 轴 与 半 图 形 的 旗 边 平 
ft., HE 1m, 


1-10 试 求 图 示 组 人 台 截 面 对 于 形 心 办 r 的 惯性 短 ， 


120X 10 250X 10 
Li00x10 
x 
600 10 
(b) 
习题 1~10 图 习题 1- 11 图 


I~ 以 试 求 图 示 各 组 合 截面 对 其 对 称 轴 e BREE. 


I-12 试 求 习 题 1- 3a 图 所 示 截 面 对 其 水 平 形 心 轴 + 的 惯性 短 关于 形 心 
用 该 题 的 结果 。 | EETA 
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I-13 试 求 图 示 省 截面 对 其 形 心 轴 r WR. 


2.14m 


ee 445x944 22014 
UULU NE 
| 674X16 
Z 180% 14 
0.28 m 0.28 m 220X 16 


(a) (b) ic} (d) 
习题 1- 13 图 


I-is HÍT Da HARA PLAT + 2u x de TL, OR. RRR 
AT OE oD AE EE AE J, MI, 


100 


习题 1- 14 图 习题 1- 15 图 


I~tS 正方 形 截面 中 开 了 一 个 直径 4 = 100 mm HERET, WARR. RAE RB 
FE > BEE, FEIT HE ok EE a A ES ， 


习题 [- 16 图 UME 1-17 g 


1-16 图 示 由 两 个 20a FARAR HA ARE, a a a POR ESE I, 
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— a 


和 上 AS PRE a AE 

I-17 GORA RRM RE L,- 

1-18 图 示 截 面 由 两 个 125 mmx 125 mmx 10 om HAARAA PRR AS 
WA. TOR aR ARE ST, AE OT 


~H~i0 
3 1-138 习题 1-19 A 


1-19 试 求 图 示 正 方形 截面 的 惯性 积 1, MEHE I, ,I ，, 并 作出 相应 的 结论 。 
IE- 29 确定 器 示 蕉 面 的 形 心 主导 性 轴 的 位 置 ,并 求 形 心 主 惯 性 矩 。 


(b) 
习题 I-20 图 


I- 21 WARMER 1-4 所 示 截 面 的 二 ,并 与 该 题 得 出 的 精确 值 相 比较 。 已 知 该 
截面 的 半径 > = 100 mm. 


I-22 iH ,直角 边 长 麻 为 a 的 等 大 直角 三 角形 ,对 于 平行 于 直角 边 的 一 对 形 心 轴 之 
惯性 积 为 L, = fzo (提示 :最 简单 的 证 法 是 利用 惯性 积 的 平行 移 轴 公式 ,并 根据 正方 形 对 其 
本 身 的 一 对 扎 相 垂直 的 形 心 轴 的 惯性 积 等 于 零 这 一 特点 。) 


Ae PARR 
性 质 计算 公式 


t jE 
截面 形状 和 形 心 轴 的 位 置 | 面积 及 全 HB 
bh h b 
12 243 2/3 
bh af „b 
36 3/2 3/2 


nd” d 
64 4 
4 
ES at] lta? 2 I+ @ 
2rr,6 mrad 8 fo fa 
0 ü | TA 3 JI 


D 在 水 附录 中 所 用 的 坐标 奈 与 本 书 各 章 中 所 用 前 不 同 。 在 有 关 对 称 查 曲 的 问题 中 ,截面 的 中 性 轴 
可 以 是 本 附录 中 的 zx 轴 或 y 轴 ; 了 但 对 本 附录 中 的 三 角形 截面 , 则 coy RE ER, MTER, 


344 附录 I] 常用 截面 的 几何 性 一 计算 公式 


L(g- | 


| sin feos d] | 


Rd ~8y | 
A 


(8+ sin ”| od ey 
cos Ba sin Bon 9} 
2sin 8 | | 


附录 Tl 型 钢 规 格 表 


1 热 轧 等 边 角 钙 {CB 9787—1988) 


符号 意义 ; 
it Bi FE I— RHE: 
d— it BE ; i 一 一 惯性 半径， 
r— AAM Ei; W—— 3 dh a RR ; 
ry ——— an EME; zn — GEH, 
i 考 数 值 
BEE | AR | F a SE 
E 一 


面积 - — eh ~ 
4 i. A W, L i Wa 

kg/m | m?/m : 
cm cm 


0.078] 0.40 | 9.59 


£.143; 0.077 0.48 
1.124/0.098 0. 76 
1.459 | 0.697 (t. 74 


理论 外 家 | 一 一 一 一 参考 数值 


wn To o 
m m? 
Se cm’ car cm 
3 ae 749 
301 30 4s 1. a 0.117 31 | 1.15 
4 ae 276 a 0.117 0.87 | 2.92 | 1.13 
36 ， .141 ，3， . . . 


0.99 | 4.09 | 1.39 
1.38 
1.36 
1.55 
[.54 


0.93 ; 6.25 | 1.04 


— = 
hag 
=~] 
= 
~~] 
= 


6.96 | 6.41 | 1.09 
1.19 | 8.56 | 1.13 
1.39 | 10.74 | 1.47 


bJ 一 
ee 
= = D 
D > & 
=} =~] ~= 
CG O C 


1410.90} 1.24 | 9.12 11.22 

as | as 0.89 | 1.54 | 12.18 | 1.26 
0.88 | 1.81 | 15.25 | 1.30 

0.88 | 2.06 | 18.36 + 1.33 

E 12.50 | 1.34 

16.69 | 1.38 


20.90 


pe pe 2.62410.221 
Sete 
als sacle 25/020 16 


tin 
a 
Ch 
on 

cule eja as ula aau 


MO O gu A |in b uw |ia i M oD 


1.10 | 2.98 | 29.33 
1.09 | 4.16 | 47.24 


65 | 6.70 | 1.09 | 7.84 | 1.07 


t 

i 
17.56 | 1.48 

1 

| 


i rr 
- 一 - 一 一 一 一 -一 一 一 


OFL 


JI fi 


oF UAT Be ike 


be He 


一 
fe Hi x | mnr | 
号 数 MITA í 
rn "rl Tes Sts [ae 
4 .907 | 0. 2.4 3.2 t 
5 0. 2. 3. | 
63] 6 | 6 | 7 0. 2. 4. 1 
8 0. 2. 5, 1 
10 0. 2. 6. 1 
4 0. 2. 4, l 
5 0. 2. 4. i 
7 | 70 | 6] 8 0. 2. 5, 1 
7 0. 2. 6, 1 
| 3 | 0. 2. 6. 2 
5 0. 2. 5. 2 
6 0. 2. 6. 2 
7.5 | 7 + 7 | 9 0. 2. 7. 2. 
8 0. 2. 8. 2. 
10 D. 2. 9. 2 
5 0. 3. 6. 66 2 
6 0. 3. 7.65 2 
8 7 0. 3. 8.58 2 
8 12. 303| 9.658 | 0. 3. 9.46 2 
10 15.126|11.874| 0. 3. 11.08 2 


70 
74 
78 
.85 
.93 
.86 
.91 
.95 
.99 
03 
04 
07 


li 
15 


22 
AS 
19 
‘23 
.27 
.35 


一 


HI 次 其 


oe Se UY E 


LPE 


lit 


$8 
se: 1 
| 
| 
| 
| 
| 
7 
| 
一 一 一 一 -十 一 - 
11 
12.5 


125 


10. 637| 8. 350 |Ù. 
[2.301] 9.656 |0. 
13.944/10. 94610. 
17.16713. 4769. 


14,54 |150 
to 


.47 


| po gps. 040 0, 23.57 |236. 21 
~ [11.932 9.36610. 393/114. 95! 3.01 {15.68 t8198 

| 13. 796}10. 830) 0. 393 |131. 86 3.09 | 18. 10 208.97 
| 15.63812. 276 0.393 148 241 3.08 (20,47 (235.07 
12 19, 261/15. 120] 0.392 179.51 3.05 | 25.06 [284.68 

22 aol go8 0.391 208.90) 3.03 | 29. 48 [330.95 

| 26. 256/20 61410. 391 [236.53] 3.09 |33-73 [374.06 
i 29. 627}23.257| 0. 390 [262.53] 2.98 | 37.82 |414. 16 
i5. 96/1 928| 0.433 1177.16) 3.41 | 22.05 |280. 94 

17. 238)13.532; 0.433 |199. 46) 3.40 | 24.95 1316.49 

12 |21.261/16.690] 0. 432 [242.19] 3.38 130.60 (384.39 
25. 200/19. 7821 0.431 1282.55] 3.35 36.05 |448. 17 
29.056122.809f 0.434 [320.71] 3.32 [41.31 [508.01 

3 .89 

3 .89 

3 .44 


| 


| 


a ee | 


+ È Bk BF A A Blt I) La 


cm cm Tn 
(2.61 |131.26| 3.52 
3. 
16. 42 |t68.97] 3. 
20.07 1203.90] 3. 


50 
45 
45 


-41i 


90) 
.89 
-RE 
84 


81 


， 
7A 
.30 
. 28 
.225 
.22 


İR 


88 
-85 
‘82 


23.64 | 39.18 


1.78 


40.26 74.35. 


46 801 86.84! 1.95 | 21 


t toe 
=] 
— 
he 
> 
bh 
lw 
td 


36.12: 73.38 
40.69 | 82.42 
49,42 | 99,98 
57.62 116.93 
63.31 |133. 40 
33.28 |123.16 
64.93 |149. 46 
75.96 |174 88 


2.19 
2.17 
2.15 
Z.14 
2.30 
2.48 
2.46 


em 
20.63 | 34.28] 1 80 | 9.95 
11 
2.35| 194 80 


18, 
08 
j 52.90 09 00! 1.94 | 23, 
58.57 110.89] 1 ls sls 3.06 
2.20 | 17. 
19. 
22, 
26. 


29, 


i9 | 170.20 
244.07 
293,76! 2.67 
200.07 | 2.67 
| 233. 54 | 2.71 
267.09 | 2.76 
334.48, 2 84 
402. 34° 2.91 
44 | 470.75 | 2.99 


34 


2.96 
3.01 
3.09 
3.16 
3.24 
3.37 
3.45 
3.53 


oT | 310.64 
39} 355.20 
91; 444.65 
15| 334. 60) 
[4 | 625.16 
521.01 
651.93 
753.42 


ISS -一 n- "一 ”一 -一 


BPE 


Hi & fat 


ZE SA TE BS 


4 $ d 
2.5 | 125 


T 


Fo 


140 | 


id 
14 
16 
10 
12 
16 | 160 
14 


注 : 截面 图 中 的 +, = 


cri em” 


18 


0.785 32 338.25) 6.07 
AI RRP > 值 的 数据 用 于 孔 型 设计 ,不 作为 必 货 条 件 。 


ime [wat fi. 


243 ! 


27.373) 21.488 5.46 | 82.56 | 212.06) 2.78 

ig |32.512125.52 96.85 | 248.57] 2.76 
37.567} 29.490 110.47 | 284.06] 2.75 
42.539|33. 393 123,42 | 318.67] 2.74 

31.502] 24.729 109.36 | 321.76] 3.20 

pg 137.441|29.391 128.67 | 377.49| 3.18 
43.296 | 33.987 147.17 | 431.70) 3.16 

16 |  [49.067[38.518 164.89 | 484.59! 3.14 
42.24133. 165.00 | $42.61] 3.58 
ig 48-8% 189.14 | 625.53 | 3.56 
55,467 212,40 | 698.60] 3.55 
61.955 234.781 762.01 | 3.51 


55.55 

“$2.76 

60. 74 | 

| 68.244 |1 914.68 

| 75.31 |2 190.82 
78.41 [2 332.80 
88.38 12 723.48 
97.83 |3 115.29 
105.14 


wh tn In åA e bh Ah A |b 
LA 
[nm 


nm 
D É 


III 3 fy 


oe HA E Bat fe 


GPE 


350 附录 II 型 锁 规 格 表 


表 2 热 轧 不 等 边 


R 十 
AH mm t- 

i, W, 
_ CH tl 
3 0.78 | 0.43 

2.5/1.6 | 25 16 
4 0.77 | 0.55 
3 1.01 | 0.72 

3.2/2 32 20 
4 1.00 1 0.93 
4 1.28 | 1.15 

412.5 25 
4 1.26 | 1.49 


2.149 | 1.687 ! 0.143) 4.4571 1.44 | 1.47 

4.5/2.8 5 
2.806 | 2.203 | 0.143] 5.69} 1.42 | 1.9) 
ie 1.908 | 0.161] 6.24] 1.60 | 1.84 


§{3.2 


Eh te b 
o in 5 
tJ 
on 


5.6/3.6 


6.3/4 63 - 


an 


附录 III 蛮 钢 规格 表 351 


ra — __ 


AW {GB 9788—1988) 


TSEX: 

昌 一 一 长 边 宽 度 ， 一 一 短 按 宽度 
d— 1 BB r—— Fy a 4B 

r — HRANE; TEI , 

: 惯性 半径 ; W 一 一 弯曲 截面 系数 ; 


形 心 坐标 ; yo TE ay MB AR 


ry 


352 附录 IT] ALK 


R f ， ` -z 
fy Shi tii | ee wT OE 
导数 > I, i W, 
em cm em 
23.17| 2.26f 4.86 
27.95] 2.23] 5.92 
74.5 
32.54| 2.21] 6.95 
0.225| 37.22] 2.20) 8.03 
6.83 
8.12 
(7.5/5) | 75 
52 
79 
78 
8/5 80 
9/$.6 90 
10/6.3 100 


. 354] 107.04 


-354| 122.73 


L 


.944| 10.946) 0.3531137.92 


117. 167| 13.476 
a S 


0.353] 166.87 


附录 [II 型 钢 规 挡 表 353 


7.55 1.02) 4.40; 0.98! 1.77) 0.410 
2.65| S710) 2.28) 15.39, 1.06! “es 0.98) 2.19) 0.407 
| 68 35) 2.32, 18.58! 1.09) 6.35] 0.98] 2.59] 0.404 


3.57| 79.99 2. | 
3.30] 74.00] 2.40) 21.04. 1.17| 7.41 


2.44 


14.70 | 1,42. 3.88] 84.30 


18.53; 1.40] 4 99j112.50| 2.52] 34.23 
21.96] 1.38: 6.04 140.80) 2.60! 43.43) 

12.821 1.42] 3.32 al 2.60] 21.06 

14.95) 1.41| 3.91 102.53] 2.65| 25.41; 

16.96 | 1.39| 4.48/119.33: 2.69 39.82 1.21| 1 
18.857 1.38] 5.03/136.41! 2.73 34. 32| 1.25] 11 


18.32] 1.59] 4.21]121.32| 2.91 29.55) 
21.42] 1.58) 4.96 145.59| 2.95] 35.58) 
24.36! 1.57| 5.70/169.661 3.00 wn 
194.17] 3.04] 47.93 
199.71] 3.24] 50.50 
233.00] 3.281 59.14 
266 32| 3.321 67.88 


333.06) 3.401 85.73 


61.24 | 2.40) 10.16/199.83} 2.951102. 68 


70.08 | 2.39! 11.71 233.20| 3,00[119.98 


78.58] 2.37] 13.21] 796-64) 3.04,137.37!) 2.05 40.58 1.71} 10.80] 0.625 
| ， | 
94.65} 2.35| 16.12 333.63! 3.12|172.48| 2.13) 49.10) 1.69 13.12) 0.622 


354 附录 Lil | GR 


截面 | Hit | 外 表 
|| 面积 | pH | 和 面积 7 r W. 
r cm ke'n rr i Kr 4 


t@.637| 8.350) 0.354 
I 


12.301 9.656| 0.354 20. 60) 
8 | 13.944 | 10.946) 0.353 
1G 17.167) 13.476) 0.353 
14.096; 11.066 
15.989/ 12.551 


19,712) 15.474 


12. 5/8 125 


-351 18.330 


16/10 160 


18/11 180 
{07.76 


121. 64 
116.73 
134.65 


.912| 29.761 


20/12.5 | 200 867 | 34.436 
152.18 
169.33 


注 :1. 揪 导 内 型 号 不 推荐 使 用 。2. 截面 图 中 的 +, = 0/3 REP r 的 数据 用 于 扎 型 设计 ,不 必 为 交 


2 238.30/6.35 


附录 11] MHA RR 355 


型 号 


19 


20b 
22a 
22b 
25a 
25 
28 
28b 


> 


外 


| 


[ET 
| 100 | 68 


6 


126 | 74 
140) RO 
1 tH} 88 


102 


116 


250 
250 


118 


280 | 122 
280 | 124 


200 
200 

12.3 | 9.5] 4.8 | 42 33 13400 

ede te | 10 5 | 48.5 | 38.1] 5023.54 | 401.88 


表 3 fAS Ci ( CB 706—1988) 


符号 意义 ; 
h-— E; Tı BARA AE 4S 
b-—— Bi EE: i-_ RHEE; 
d—_E SEE; W—_S HHA; 
é— ¥ 5) REM E: i 一 一 惯性 半径 ; 
r ARAE; S—— ġa 4 . 
截面 | 理论 
a > cm? | kgfm 
6.5 | 3.3 1.2] 245 4.14 
A 13.2) 488.43] 77. 5.195 
7.5 | 3.8)21.5] 16.9) 72 | 102 5.76 
8 4 i 141 58 
8.5 | 4.3 |30.6 | 24.1/1660 |185 36 


7 11.4 


A 4.5 | 35.5 | 27.912370 237 
9 [11.4 4.5 leew 250 
306 
325 


8.5 | 13.7 710.5 | 5.3 | 55.45) 43.417 414.14 | 508.15 
10.5 | 13.7 [10.5 | 5.3 | 61.05! 47.917 480 534,29 


8.59 
10.85 
2 
13.8 


15.4 


17.2 
16.9 


18.9 
18.7 


21.58 
21.27 
24.62 


24.24 


33 fgn 
46.906 | 12.677 
64.4 | 16.1 
93.1 121.2 
(22 26 

158 «31.5 
169 33.1 
225 | 40.9 
239 42.7 
280.046 | 48.283 


309. 297 


345.051 | 56.565 
379,496 | 61.269 


Oot 


II 次 期 


at aA TS Mi 


11 075.5 
11 621.4 
12 167.5 


12.34 


14.4 
i4. 
13. 
15. 


l 
8 
g 
15.6 
2 
7 
4 
1 
7 


635 585.6 
68 512.5 
?71 439.4 


2 342.31 
2 446.69 
2551.41 
2981.47 
3 163.38 - 1 812.07 
3 298,42 . 1 924.91 


1 370.16 
1 486.75 
|1 558.39 


183.34 


HE RPS OP RTE MES + ,r, 的 数据 用 于 孔 型 设计 ,不 作为 交 货 条 件 。 


续 表 


TEE 3& fy 


ZE Sa H iE 


LEE 


4+ 热气 权 钢 {GB 707—1988) 


SER: 

hh —— A; ry BR Yaa A) ML HE fa ; 

b——— fie EEE ; IHE ; 

d-——_ FAB ; 太一 一 弯曲 截面 系数 ，; 

ò —— F 2} ie PE ; i REFE, 

r PY MM: gn yy 一 y $E y - ww RE 


参考 数值 
zY Ea Yoy l v1 Yi a 
W, rT W, Boi oan Lo; 


z 
- cm? 
. .44|10.4 | 26 1.94 |[ 3.55 | 8.3 . 20.9 
. . 8.444| 6.63 | 16.123 | 50.786 | 2.453 BS ES 1.185 
[so [ae js s [8 [4 fiomfeofosa [mi3 |31 [sn tee 
| 4.25 | 10 | 39.7 |198. 7 


1 
1 
. 1 
s| ssa (39.7 [198.3 [395 [78 hse [1a lso i 
26 has |5 [359 be fas Jiss E 
. . . l 
l 
1 
1 


3 
em cm cm cm em’ cm 
. 1.1 
8 


4.53 | 80.5 |563.7 | 5.52 lisor [53.2 1.7 | 107.1 
tóa [160 10 |10 f5 /2t.95 |t7.23 1108.3 |866.2 | 6.28 |163 73 1.83 [1444 
16 néo (65 | 85 fio fio 15 |2s.15 el ioe 934.5 | 6.1 160.8 


SSE 


III jy 


TEN 


O W 


面积 
— - mo | 
一 十 a| è 
Ia | 180 | 7 i g 69 
1g DE m os 552 29,29 
20a | = 28.83; 22.63; 178 
9 


22a 
11.5 | 5.75 | 36.24 Í 28.45! 233.8 


: cee 


BE 2 j6 39.9 |31.39 | 282.402 | 3530.04; 9.405 
c ain 6 _ | 44.91 | 35.32} 295.236 | 3 690.45 
a | 280] 82 | a 5 ' 6.25 | 40.02 | 31.42 | 340.328 ,4 764.59 
8b | 280 84 | 9.5; 12.5 12.5 6.25 45.62] 35.81 | 366.46 | 5 130.45, 
280 | 86 | 11.5 | 12.5 | 12.5 | 6.25 BE 40.21 | 392 594 | 5 496,32 
x0] 88 | 8 lis | 7 | 48.7 | 38.22 | 474.879 17 598.06 
22h 320| 9 , 10 [14 [ia 47 155.4 | 43.25] 509.012 [8144.2 
c 30; 92 |12 |14 |14 |7 |61.5 | 48.28 | 543. 145 | 8690.33] 
a | 30| 9 1 9 Tie fis lg 11 874.2 
36b | 360; 98 | 11 |6 |16 Ig 12 651.8 
e | 300/100 |13 116 |16 |g 13 429.4 
a | 400! 100 | 10.5118 Tig l9 17 577.9 
40b | 400) 102 | i2.s!ig lig |9 18 644.5 


F 
— 
$ 
‘hh 
— 
nm 
— 
oo 
心 


注 :截面 图 和 表 中 标注 的 到 弧 半 径 rr 的 数据 用 于 及 型 设计 ,不 作为 交 货 条 件 。 


[1 780.4 
I} 943.7 


am| 2 5 [2% 83 MENEN 191.4 
220 7 |11.5 ET 5.75 | 31.84 49 217.6 |2. 


98.6 
lll 


2393.9 | 


2 371.4 8.42 
62| 9.823 


34.91 | 27.47 | 269.597 | 3 349. 


t9 711.2 


， 28 
| 143.6 


175.529 


32.057 


718 | 217.989 


37.929 | 242.144 
„W1 | 267.602 


46.473 | 04787 ， 


49.157 | 336.332 
52.642 | 374.175 
63.54 455 
66.85 496.7 
70.62 536.4 
78.83 592 
82.52 640 

BG. 19 687.8 


209 


i 196.421 | 
35.926 | 218.415 


2 502 


CTTI 
4 
cT cm 


| 1% | 189.7 188 


1.95 i 210i, 1.84 
211 244 | 2.01 
1.95 


2.304, 427.589) 2.016 
2.286 | 426.597, 


2.471 
2.467 
2.73 
2.7 

2 6? 
2 BL 
2.78 
2.75 


E aA NY OH ii 


TH! & My 


附录 IV 简单 荷载 作用 下 梁 
BY ie BS 0 $8 fE 


wit y Fae 

wa = wll) = BA aE AY 
H 

fs = w (i) = A A 


的 转角 
转角 和 挠 度 
| 
da= EI 
OMË 
wa FEJ 
g -FE 
_ Fr "E 2EI 
ws Ex) 
= 
” 3E! 
业 
w= 5 (3a - 2) 
2 
p, = $a 
(OS2=a) a 2EI 


ł 
w= 72 (32 - a) 


(are) 


z ô = a 

= Fy? +62" — dir 
24 EI 4 
w = 2 


附录 IV 简单 荷载 作用 下 梁 的 找 度 和 转角 361 


— fi x 
120 EN 


10 r+ Sir ~ 7°} 


{107° — 


Tt! 


4 c o 8 we = HY y FARRE 
we = w( 5) = SRA REE 


da = w (0) = REA hH 
f = w (= RERA 


Mar 


RENU —x)}(2i- r) 


Mar 


= ty? 
sent! ~ 2) 


t 


(2 -2ir? + 373 


= _& 
24EI 


附录 I\ TRE AP ARE AS A 


362 
续 表 
序号 ie Ef RR gE fe tek A He Fl PNG BE 
1 | B Tera P 
` - ~ 360E 

mih aa 7 

9 一 一 一 一 | we seonn p= nË 
A EJ 


10r r t+327) 


a = Fabii +h} 
a GEN 


J prem Haria) _ Fablita) 
a, a T 


ul Loos hea FBLC. ayy SET 
eT ` aT a 
人 eS ve RGP = 46") 
i UE- bror] ° 48 ET 
| (ae) CH ae tt) 
= rs SS -c - 
M 


AT 一 一 
— (bal 一 fa = ZEN 


| . | GEI 
Za L 
a 7. | aR x) (baf -3a — 227) 
， Mo. 
By = at ie — 3a“) 


{Ds ria 


附录 IV AREA RH REAR AA 363 


Be 
aR tb fy Se Be 


找 曲 线 方程 


9 _ b* (28° = b*) 
A 24 ER 


g = Æi -by 
A 24 Ell 


2! (一 总 全] 


(aSr) 


~] OD th oe ha 
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社 ,1987 

HUH HER GRAS. 材料 力学 :下 册 . 第 2 版 . 北京 :高 等 教育 出 版 
社 ,1991 

FERRE. 材料 力学 (I). 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1999 

ARARE. 材料 力学 (II). 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1999 
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FR WM. 弹性 理论 - 北京 :科学 出 版 社 ,1978 

徐 苹 业 , 刘 信 户 编 荐 . 结构 塑性 极限 分 析 . 北京 :中 国 建筑 工业 出 版 社 ， 
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THRA. 铀 结构 . 北京 :中 国 建 筑 工业 出 版 社 ,1985 

Gere | M, Timoshenko 5 P. Mechanics of materials. SI Edition. New York: 
Van Nostrand Reinhoid, 1984 

Archer R R, Lardner T J. et al. An introduction to the mechanics of solids. 
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2-1 (a) Fy. =F, Fy. = -F 
tbl Fy, =2F, Fy. =0 
to Fy, =2F, Fy, =F 
(a) Fy. =F, Fy, = -2F 
2-2 F` —-20kN, s= 50MPa 
Fy: = —10kN, o = -25 MPa 
Fy; =10kN, ¢=25 MPa 
2-3 Fy. = —-20kN, ¢= -100 MPa 
Fy. = —10kN, ¢ = -33.3 MPa 
Fyy=10kN, ¢=25 MPs 
2-4 gas = 159.1 MPa, ggo = 154.8 MPa 
2-5 g= -0.34 MPa 


2-7 A,=3he 

2-8 (1) 最 大 压力 Fuca = 260 kN 
(2) sac = -2.5 MPa, acy = -6.5 MPa 
(3) eac = - 0.25% 1077, ees = —6.65% 107° 
(4) A= — 1.35 mm 

2-9 ag=149 MPa, E=203 GPa 

Z~10 (2) F=13.75 kN; (3) $=29.99 mm 


2-12 ôm =0.476 mm(—), 3, =0.476 mm 4 Y 


de] 
H 
E 
mi 


rr, 


A=1.365 mrn 
(L) a = 735 MPa 
(2) 4=83.7mm 
(3} F=96.4N 


4 Fi 
Ted, dy 


VY, =0.257 Nem 

Va = 3 

g=111.4 MPa 

daa ~ 74 MPa 

g=125 MPa 

FF AB: 21100% 10; fF AD: 21806 
fF AC: 2L80%7; 村 CD; 2|75x6 


Àf = 


HF AB: 2190 56% 5; FF CD: 2140x25x3; 
H EF: 2170x4515, Ħ GH: 2[70x45x5 
^a = 2.7 fmm, 4,=1.55 mm, Ar =2.46 mm 
A, =0.576 m, A, =0.665 m, A, -2.24 mm 


CL) oar =136 MPa, spo = 131 MPa, 
Aflac = t.62 mm, Alap = 1.56 mm 
d2235,6mm, Al = 17.7 mm 

(1) 8 = 5444" 

(2) Asal Am =V3 


il) gait 
_ pr 
(2) A, = FS 


第 = 章 
AKEHE T=0.860kNem 
BA RAM T=2.006 kN-m 
m — 0.013 5 KN+m/m 
P=18.47kW 
(1) Tass = 46.6 MPa; (2) P=71.8 kW 
(1) tax = 71.4 MPa, p=1.02° 
(2) ra = Tg =71.4 MPa, rr = 35.7MPa 


(3) re = 0.4466 x 1073 


(J) fan =69.8 MPa: 
(2) Poa = 3° 


习题 答案 367 

3-7 rea —~ 19.25 MPa 

4-8 (1) 20.009 73 kN mmm: (2) tusa = 17.75 MPa 
(3) g- 8.3" 

3-9 (1) dD 7mm; (2) W-1.12 kN 

3-10 1 =0.28 

3-1) E=216GPa, G-RI.8 GPa, v=0.32 

3-12 BH =0.51, R= 1.19 

_32M,[ dit did; 4 di 

PO InG l did: | 

3-14 dl111.3 mm 

3-15) d2=74.4mm 

3-36 AE -r,,,, =43.8 MPa, g 70.44 him 
BC Biran -71.3 MPa, @ = 1.02(°)/m 

3-17 ¢=87.5 min 


8M 
3-18 G= 


3-13 


5 
mig 


3-19 ra =65.7 MPa, V,= 0.492 kN-m 


ore 
3-20 TEGI, 
3-21 (1) raa = 32.8 MPa 根据 -天 1 g-i? 
nd 4r -3 
(2) mn 一 6.5 W 


3=22 (1) (F]-981N 
(R, — R, je 


2ra 


(2) ER MERNE R SRA HKAWR=R, + 


3-23 (1) tea 740-1 MPa; (2) rin =34.4 MPa; 

(3) 9 =0.5650°)/m 
3-24 7,..=25 MPa, g =3.120)/m(R p 用 的 I 根据 修正 因数 w=1.15 计算) 
3-25 PROM MH M. = 10.35 kNm, A OREI M, -0.142 kN'm 


3-26 (D 最 大 切 应 力 比 = 34: (2) 组 转角 比 = 3 


第 四 g 


Peg M, 


4~ ila) | - 5 kN | -12 kNem 
ih) ZkN b kNeim -3kN . 6 kN-m 
(c) 4kN 4 KNem | AN -6kN'm 


(d) i - L.67 kN 3 kN'm 


368 习题 答案 


— £5.25 kN:m 
— 40 kN-m 


— 14.25 kN-m 
-45 kN«em 


4 2 
g fa 


习题 号 BKEDA BAR MA RAT Bw BRKT Be 
1 1 
d4- 2(a) | Fol ras 
ib) 45 kN 127.5 kN:m 
{c} 49.5 kN 49.5 kN L74 kN'm 
td) 0.6 kN 1.4 kN 2.4 kN:m 1.6 kN-m 
{e} 22 kN 6kNem 20 KN: m 
| 
1 1 
(i) qa ya Fa 
F FI 
(g) > F > 
(h) 30 kN 10 kN 1 和 kN'm 30 kN+m 
4-3(a) 5 kN 10 kN'm 
(h) 15 kN 25 kNm 
© =e 2 a1 
2% 2 pr 
(qd) M, 2M. 
3a 
(e) 2 kN t4 kN 4.5 kN-m 20 kN+m 
u u 5 3 
(f) TAN te 1672 ga 
(gh 1.5 kN 0.5 kN 0.563 kNm 
(h) 280 kN 280 kN 545 kN-m 
, 2 
(i) E F Fa Fa 
11 7 49, 
(7) g ga ra 55 94 ga" 
4- 4(a) ga qa | gi ga’ 
4 i 
(c) Fa + 0 qt 


习题 导 最 大 正 剪 力 BAA Hs 


4 -6(a) 
(b) 
4-7(a) 
tb) 


4- 8a) 


(b) 
Ce) 
id) 
(e) 


(f) 


4-9(a) 
(b) 


ic) 
{d} 
(e} 


(f) 


4 ~ 10(a) 


(b) 


{c} 


(d) 


4- iila} 
(b) 
(c} 


4-12 


4-13) (a) gy =62.5kNim 
最 大正 剪 力 37.5 kN, BARB H 37.5 kN 


11.45 kN 


40 kN 
1 
ght 
50 kN 
l 
De! 


1 
za! 


a — 
7 =0.207 


JRA 


54 kNem 
0.25 kN- ra 
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续 表 
RKASH 


2 kN-m 


3.09 kNm 


15 kN-m 


6.25 kN-m 
2.25 KN-m 


370 18 FF 
RIE BH 12-8] kNem 
_3F | _9F 
4-14 Ga ga` TH Ju 


RAL WAS SE BAIA, RAT wT 


RAKESH | AKAN ， RASE | 最 大 拉力 


(b) 
Cc} 


4~ 18(a) F 20 kN i 80 kN-m | oo 10 KN 
Cb) | IS kN | 17.5 kN 26.3 kNem 17.5 kN 
{a} | 60 kN | 45 kN IS km J 60 kN 
(d) © FOKN 70 kN 105 kNem 70 kN 0 
(e) 6 kN | ISkN'm | 6kN 0 
人 | 45kN | 27KN | or kNem | 27kEN ; 27kN 
4-16 i0.5kN | 10.5kN | 9.09 kNm 12.12 N 
4-17 0.433F 0.433F (25 F! 0.25F 
4- 18(a) F 


4-19 (1) x-4- 4, M wal - 


ir 


{2} r=, Fy -2F- 5 


了 PAE Ao 
4-20 BAWA F.BAKBE FR MAME FR 
4-21 sn ° 352 MPa 
4-22 sa 105 MPa 
4-23 Did—E/!a,. 
4-25 M m- m: o= -7.41 MPa, on —4.94 MPa, 
Je =O, a, — 7.41 MPa 
截面 n- n: o, =9.26 MPa, on = —6.18 MPa, 
a-=0, a, = — 9.26 MPa 
4-26 dma =40.7 MPa 
4-27 SE 2:1, MAREE 4:1 


W 
4-28 (1) gt -v 
E 


(2) EHER Weg. 43x10 mo 
WA RAR W =9.87x10 mm? 
(3} #=15.71 mm, W WHI 5.35% 
4-29 S=0.011d 
4-30 F=47.4kN 


习题 答案 


One, — 133.8 MPa 
M,,.. 7 /40.2 EN m, 选 125a 
B.S mm, 422 184.5 mm 


2 =¥2, dan = 227 mm 
dt. 


a 7115 mm 


CL) 51.74 m; (2) 62°76.9 mm, 22154 mm 
a = 1,385 m 

a@=2.12m, 9=25 kN/m 

Tmax #0. 521 MPa 

| F | £3.94 EN, o =9.47 MPa 

Tmax — 7-05 MPa, Tma = 0.478 MPa 

ama 7 9.67 MPa, MEX, ran = 0.72 MPa, 

t, =0.34 MPa, r, =0.32 MPa 


Danae Z 159.8 MPa, raa = 74.5 MPa 
iE 128a 
A208 mm, 6=2138.7 mm 
选 120a 
第 五 # 
_ Fal? _ gat _ dof" 
A T 360E ' Üa = 45E ' U mar = 0.004 52 EI 
3 4 4 
Oa = Gap? On =O. wo Ts pr’ We ™ BE 
P i d 
bo BABY? WaT 4E] 
TU = = 3 Fa? 
E 3 EI 
2 FE 
s 了 可 
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372 本题 答案 


qa’ 13ga“ 
5-7 a=- aga We” 48ET 


Sont _ dol 


5-8 Ge =~ o= 1927 Wo” 120ET 


5-9 M, =2M, 


_ _ 3FP 
5-10 wr™ TEE] 
_ -BEF 
S-I we Cab 
5-12 w,=il.5mm, w, = -5.75 mm 
4 z 
= 一 135ea Maa" 
_ 4Fa’ Fa 
5-19 8o = SET ER 8a = Fy 
_ _ SFP 
5-20 San = FET 
_ _ if Mai Mael 
5-24 a= Zyl e+) 
5-25 d=158 mm 
§-26 Al=2.28 mm, A= 7.30 mm 
第 六 E 


6-1 最 大 拉力 FY = 二 FF， 最 大 压力 Fy ZF 


i-2 Fa =8.46 kN, Fy, = 2.68 kN, Pia = — 11.54 kN 


1 

6-3 Fa (TE Py, LF, 
1 

Pas- Zs )F Pua GF 


674 Fy =30kN, dep =30 MPa 
Fyer = 60 kN, ser = 60 MPa 

675 ope =96 MPa,¢,5 = 161 MPa 

6-6 [F]<2.5[¢]A 

6-7 [| F]=742.6kN 

6-8 FF i WF a = 16.2 MPa, 杆 2 应 力 a= 45.9 MPa 

6-9 BARMAA Fy =85 kN, 最 大 压缩 内 力 下 = - 15S KN 

6-10 oye = 100.8 MPa, dco = 50.4 MPa 


32 _1w 
33 Me Ma = 33M 


6-12 截面 CAM ra= 59.8 MPa, Oi ra = 29.9 MPa 
Pac = Pac = 0.714" 


6-11 M,= 


wem prer r 


6-13 Ta- Ty = 


习题 管 案 


GAL lon 
dadon + infpa 


6-14 rm, = 30.6 MPa 


lip 


(a) Fy = Ps (b) Fe=- 3 


2 
ic} Ma at ww) 


134 
一 2 一 
6-16 BCDSHAF, = “Tait 
6-17 F, = 2 F, ws mh 39% ,AM eh 50% 
_ _ilg 121 97" 
6-18 Fy sus 7 , Mi 5048 

7 _ Err 

mr ii 
` -Iq 
&~ 20 7 ET 
6-21 F= oat = 4 ER, SL) 
_ . “dos t= 4 EH 
6-22 F,= ay 7 (+) 

第 + K 


te) ra = 0.42 MPa, sy =2.1 MPa, ra =0.31 MPa; 


(d} ea = SO MPa, r, = 50 MPs 

F=60kN 

a= 60° 

a=26.6°, F=17.5kN 

F. = -0.1625 MPa, r, = -0.065 MPa 

s, =10.66 MPa, s, = -0.06 MPa, a =4.73° 


ta) o, =25 MPa, r, =26 MPa, ¢, =20 MPa, oi = -40 MPa; 
(b) o, = -26 MPa, +, =15 MPa, ¢, = — 3, =30 MPa; 


(c) os = 一 50 MPa, t, =0, «=a, = — 50 MPa: 
(dy a, =40 MPa, r, =10 MPs, a, =41 MPa, 
d, = —61 MPs, a, =39.35" 


{a} Fi = 160 MPa, a. 一 30 MPa, ag = —23.5°; 


(b) a, = 36 MPa, g, = — 176 MPa, a, =65.6° 


te) e= -16.25 MPa, a= —53.75 MPa, a,=16.1'; 
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374 习题 答案 


Ne 


{dy a, =170 MPa, a, = 70 MPa, ay = — 71.655 
7-10 g = 141 MPa, c =31 MPa, c50, a, = 29.55; c= 75° 
7-12 a Mio, =212 MPa, 点 :gi =2410 MPa, a, = — 17 MPa 
ce 点 :oj = — 9, =85 MPa 
7-13 KH :300. 109 mm, 49: 299,979 mm 
7-14 dpa = 80 MPa, Ton = 120 MPa 
7-15 (a) o, -94.7 MPa, g: = 50 MPa, o,=5.3 MPa, Tma = 44.7 MPa; 
(b) a, =50 MPa, a, = 20 MPa, o, = - 80 MPa, Tma = 65 MPa: 
re) 6, = 50 MPa, s, = - 50 MPa, g, = — 80 MPa, tr. = 63 MPa 
7-17 Ak =1.46X10 ° mm 
7-18 纵向 ( 力 正 方向 ):c, = - 35 MPa, MA sc, = es = —15 MPa 
7-19 v=0.27 
7-20 对 .= 10.89 kN-m 


Z ELbkh 
3(1+¥) 


7-22 AV=6.54x10°" m 

7-23 v,=12.99 kN-m/m'* 

7-24 g, =24.3 MPa, da = 26.6 MPa 

7-25 MPRBAER BAER a tho,, =176 MPa 
7-26 aa =250 MPs, dua = 229 MPa 

7-27) aa = 183 MPa 

7-28 oa. = 58 MPa 

7-29) ¢,,= 29.8 MPa 

7-30 dm= 29.8 MPa 

7-31 F=2kKN, M,=2kN-m, sa =26.9 MPa 
7-32 r= 131 MPa, vj = 124 EN:mm 


第 八 章 


7-21 M,= East 


8- sua 79.1 MPa 


Tl! ax 1 


i 200 


8-2 gw = 12 MPa, 


8-3 @=63°13', [F]=12.15 kN 

8-4 最 大 压 应 力 5.29 MPs, BARA 5.09 MPa 
8-5 最 大 正 应 力 94.9 MPa E) 

8-6 (1) 最 大 压 应 力 0.72 MPa; (2) D=4.16m 
8-7 6=86 mm 


8-9 


8 ~ 10 
8-11 
$- 12 
8-14 


8-14 


习题 答案 375 


(1) ATM ft 0.159 MPa, AK 0.217 MPa; 


(2) ATN 64m 

r—S5.25x 10 m 

Bl 140.5 kN 

a, —- 70 193 MPa, ca- -0.011 4 MPa 

BLEF A—-A ADE. EHATE EGR EAA ET ARLE, E A 


Ba Tit fap eh ay 12.9x10 ?nm 


(a) Rob AA IEA, At ST ee TS PB EY 36. 4 
mm; 

(b) Bobi A AE TTA PS E A R E, TB eB - - 
PA 4.16 mm, A— PA 8.34 mm; 

Cc) 核心 边界 为 一 扇形 

5l 33.5 MPa, so; = 9.95 MPa, tas —21.7 MPa 
d=2.65*10 > m 

P=0.59 kN 

d@=35.7 mm 

杆 的 顶端 柄 截面 上 :前 力 Fs = 一 分 一， 

EFEC 
M, M, 
Sate GA 
J a tE 

t= 66.3 MPa, gp = 102 MPa 

r=30.3 MPa, o,, 44 MPa 

ô = 80 mm 

d= 14 mm 

r=52.0 MPa, sn = 90.9 MPa, s = 166.7 MPa 

d, = 19.1 mm 

r= 104 MPa 

s=213.1 mm 

i = 200 im, a = 20mm 

有 三 mm, f = 120 mm 

第 九 章 

ial. 

图 e 所 示 杆 F., 最 小 ,图 所 示 杆 上 ,最 太 { 根 据 js 值 的 比较 ) 
图 as 所 示 柱 的 F,, 小 于 图 b 所 示 柱 的 ;图 a 所 示 柱 的 x 即 大 于 2 
Ar = 20.21 


mke 下 最 小 ,下 = REL 


1287" 


376 习题 管 案 


4 n aaam 


9-8 Ë=- arctan(cot f} 

9-9 [F]-302.4kN 

9-10 {1} å- 92.5; (2) A=65.8; (3) A -73.6 
9-11 A=80.8, g= 0.393, “P!=88.4 kN 
9-12 ¢=0.58 MPa< wi ¢]=0.6 MPa 

9-13 «2=0.191m 

9-14 [F]=556.9 kN 

9-15 [F]=376kN 

9-16 过 一 193.7 mm 

9-17 [F]=15.5kN 

9-18 F120 kN, Ap, 103, gla] =91.1 MPa 


WR I 


l-1 f(a) 8,=24*10 mm’; (b) 5, =42.25% 10° mm’; 
(c) S, = 280 10° mm’; (d) $, =520 x 10? mm? 


prn -2 9 —_ dr 
I-2 S. zro a i 


I-3 (a) BEA y=46.4 mm; 

(b) BEF y= 23 mm, BAW x =53 mm; 

(c) BPH y=76 mm, FS Fe a GR al Ze 6 mm 
_aR | LR 

T , 16 7 8 
I-8S I =5,32x10 mm‘ 


a 


13 
I-7 (a) I, =5.37x10 mm’; (b) F, =9.05x10 mm!’ 


i= 


I-6 [= 


I-11 (a) [, =6.58% 10’ mm‘; (b) F, =1.22 10° mm* 

I-12 工 =3.63x10 mm 

F-43 (a) J, =1.337% 10" mm‘; (b) 了 = 1.987 10° mm"; 
(c) L = 1.3410" mm‘: (d) i, =2.03% 10° mm‘ 

E~i4 7, =188.9a* J, =190.4a° 

I-15 [=13069x10 mm‘, F, = 13.090 10" mm’ 


习题 等 案 

a=1limm 

I, =4.98 xX 10° mm‘ 

Ia = 1 819.8% mm, T= 1 147.8 10° mm! 
a’ at 

L > h 

(a) ag =26°25', £, =7.04x 10° mm’, I, =0.541 x 10° mm‘; 


了 =0 


TL 


(bj ay = 4°24 ,1 一 2.31X10 mm", F, =0.237x 10" mm 
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索 


5| 


(PRIE DHE EMT ) 


A 
EERS safey factor § 2-7 
B 
比例 极限 proportional limit § 2 - 6 
PY a RE AF thin-walled bar with 


closed cross secnon 83 8 
变形 deformation § 1-3 
变形 几何 相 穿 方 穆 

bihty equation of deformation §6- 1 
HAPI boundary condition $4 - 2 
PREF gage length $2 6 
HEE Poisson ratio $2 - 4 

C 
MR ASE mechanics of materials § 1-1 
长 度 因 数 factor of length $9 3 
KAH slenderness § 9- 4 


geometncally compati- 


超 静 定 问 题 statically indeterminate prob- 
lem §6-1 

BR ERY statically indeterminate strug- 
ture $6 |] 

HEERS degree of statically indetermi- 
nate problem $6 1 

Ra fae 2 statically indeterminate beam § 4 
-~1, 86-4 

MBH initial parameter $4 4 

BBS WH imual parametric equation § 5 
4 

Mii Al initial stress § 6-2 


Sh dh pure bending § 1-5, $4-4 
纯 握 转 pure torsion § 3-7 


AB dy We AAR A 


shearing stale of stresses 


$3 4 
脐 性 材料 brittlr materials § 2-6 
METET brittle fracture $7 - 1 
D 
ARE HF long column, slender column 
$0 4 
PH HIA state of uniaxial stress $2- 
3 


Pde K EFAS fs torsional angle permit 
length § 3-5 
等 强度 黑 beam of constant strength § 4-6 
Æ superposition principle § 4 - 2 
Bir rat Wi Sef E 
$2-6 
At Bp 2 di 
ARE redundant constrain § 6-1 
BRR I 
RAMA 
l 


percentage reduction of area 


symmetric bending § 4-1 


redundant reaction $ 6-1 


redundant unknown force $6 


G 
杆 件 bar §1- $ 
刚度 stiffness § 1-1 
HI fF osuiffness condition § 3-5 
MJ 32 frame §4-3 
AERE isotropy assumption § 1 - 3 
SRE anisotropy § 1-3 
谷 问 异性 材料 material with anisotropy § 2 
ô 
FES EERE secant elastic modulus $2- 


引 379 


性 
D fe di FH 
FS FA i OY, 
practical analyais $8 2 
ffl member $1 | 
TATE Ai, aK ot A 


ment of area $1 2 


work-cnergy principle $2 5 


engineering method of 


second axial mo- 


PEFR produci of inerua $I 2 
MPE- 2 radius of gyration of an arca $I 
5 


U AEIR generalized Hooke law § 7 - 
4 


EER 6 fixed end §$4-1 

EERE fixed support of pin joint § 4 - 
l 

AQ ae EHHE proof sires of non — 
proportional elongation § 2-6 

H 

fale] transverse 人 1 4 

槛 截面 cross section § 1-4 

横向 变形 因数 jactor of transverse deforma- 
tion 82-4 


EJS bending by transverse force $ |- 
5 和 中 of 


HR load § 1-1 
胡 克 定律 Hooke law § 2-4 
7H slip lines § 2-6 
J 
几何 相 容 条 件 geometrically compatibility 
condition § 1-3 
基本 静 定 系 primary statically determinate 


system $6—1 
file hearing §8- 5 
IE A 
挤 压 应 力 
计算 挤 压 面 

5 
极限 应 力 


bearing force § 8-5 
bearing stres § 8-5 


effective bearing surface § & — 


ultimate stress § 2-7 


HE BR ae limit stress circle § 7-7 
FR TA HE WE, Ed — H E 
ment of area 83-4, 81-2 
B A shearing force $4 —-—2 
前 力 方程 
By 4 | 
WU] shear §1-5 
89 Ad ea Bt Hooke law in shear § 3~- 2 


second polar mo- 


cyuation of shearing force §4 2 


shearing force diagram § 4-2 


WH shear surface § 8 ~ 5 

截 自 法 method of section § 2-2 

AR AT JLA YE geomatrical properties of 
an area ST-- 4 

BRL core of section § 8-3 

结构 stricture § 2-1 

静 几 问题 staucaily determinate problem 
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Synopsis 


The first edition of this textbook was published in April af 1979, the second tn 
April of 1987. And the third edition of this book, published in Seprember of 1994, 
was awarded a lst grade prige of the outstanding textbooks for undergraduate cours- 
esin Chinese universities by the Commission of Edueation of P. R. of China in 
1996,and was alsa selected by some universities in TaiWan and HongKong. For 
this reason,a science book company had published the third edition in original com- 
plex form of Chinese Chracters. Based on the formal texthooks,in the fouth edition 
the original two parts of the textbook was diveded into two individual books titled 
“Mechanics of Materials C1)" and “Mechanics of Materials (11)”, maintaining the 
chief features of the earlier editions,such as plentiful content;clear interpretation of 
the principles;and close relation with engineering practice. 

“Mechanics of Materials (1) "gives the chief ingredients and basic concepts of 
Mechanics of Materials, and can be used as a textbook for students who take a 
shorter undergraduate course. In “Mechanics of Materials (IE)” more advanced 
knowledge is included to meet with the requirement of people who take more ad- 
vanced course or have ability to study in~ depth. 

“Mechanics of Materials (1)" has 9 chapters: introduction and basie concepts; 
axial loading; torsion: bending stresses; displacements of bending beam;simple stati- 
cally indeterminate problems; stress state and failure criteria;combined deformation 
and analysis of connections;and stability of column. 

“Mechanics of Materials (11)” includes 7 chapters: further investigation in 
bending problem: plastic limit analysis;energy methods; further investigation in sta- 
bility of column; analysis strain and basis for strain-gage measurement; dynamic 
load and alternative stress;and further studies in mechanical behaviour of materials. 

The presented textbooks are written for the undergraduates majoring in civil 


and hydraulic engineering, but they can also be selected as the reference books for 


person specialized in other fields. 
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